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RESUME

Le but principal de ce mémoire est de comprendre la représentation et la classification
des groupes de Coxeter hyperboliques. Aprés avoir jeté les interbases de la théorie de
Coxeter, nous exposerons la classification des groupes de Coxeter, puis celle des groupes
de Coxeter hyperboliques. Nous porterons une attention particuliére au cas des groupes
hyperboliques de rang 3. Plus précisément, nous tacherons de faire le pont entre leur
représentation dans R? et celle dans le disque de Poincarré; notamment, nous remar-
querons ’équivalence des notions de réflexion et d’inversion.

Les notions de domaine fondamental, de cone de Tits et de forme bilinéaire sont es-
sentielles & la représentation des groupes de Coxeter. La classification des groupes de
Coxeter hyperboliques est, pour sa part, basée sur la compacité et sur la classification
des groupes de Coxeter finis et affines.

Ce mémoire ayant comme visée la compréhension, et non le développement de la science,
nous n’exposons que des résultats connus. Le désir d’illustrer le plus possible constitue
peut-étre une distinction dans la démarche suivie. Nous avons surtout tenté de représen-
ter un groupe de Coxeter hyperbolique grace au langage informatique Sage. Les détails
du code sont omis, mais dérivent directement des calculs faits aux chapitres 2 et 3.

Mots clefs : groupe, coxeter, hyperbolique, représentation, classification.



INTRODUCTION

La classification et la représentation des groupes de Coxeter hyperboliques sont les prin-

cipaux thémes abordés dans ce mémoire.

Les groupes de Coxeter hyperboliques constituent un sujet trés vaste pouvant étre traité
autant d’un point de vue géométrique, algébrique ou combinatoire. Le choix de se concen-
trer sur le point de vue géométrique nous empéche de traiter plusieurs thémes majeurs de
la théorie des groupes de Coxeter, notamment les systémes de racines et la combinatoire

des mots.

Les fondateurs de ce domaine d’étude étaient Tits et Coxeter. La question d’approfondir
la connaissance des groupes de Coxeter hyperboliques est posée depuis ces derniéres
années. Nous nous sommes principalement basés sur Bourbaki, Humphreys, Koszul et

les notes de cours de Christophe Hohlweg.

Nous consacrons un chapitre, le premier, & définir les notions importantes des groupes
de Coxeter. Aprés avoir détaillé la classification des groupes de Coxeter de rang 3,
nous nous concentrerons sur la représentation des groupes de Coxeter hyperboliques de
rang 3. Dans la littérature, les groupes de Coxeter hyperboliques de rang 3 sont soit
représentés dans 'espace euclidien R3 soit dans I’espace hyperbolique. 11 est connu que
ces deux représentations sont équivalentes, pourtant le passage de l'une & 'autre n’est
pas toujours exposé avec détails. Un des buts de ce mémoire est d’expliciter le lien entre
ces deux représentations, ce sera fait au chapitre 3. Au dernier chapitre, nous établissons
la classification des groupes de Coxeter hyperboliques de rang n. En annexe se trouve la

liste des symboles utilisés.



CHAPITRE I

GENERALITES SUR LES GROUPES DE COXETER

Dans le présent chapitre, nous allons établir les notations et rappeler les notions de
base de la théorie des groupes de Coxeter, telles que la forme bilinéaire canonique, la
représentation canonique et les chambres de Tits. Cela dit, pour avoir plus de détails, il

est intéressant de lire (Bourbaki, 1981) et (Humphreys, 1990).

Définition 1.1 Un groupe de Coxeter W est un groupe (fini ou non), engendré par
un ensemble S fini, tel que pour tout élément s et t de S, nous avons les relations :

5° = e,

(st)st =e, avec msy € NU {oo} Vordre de st
ot e est l’élément neutre de W et ms # 1 st s # t. De ces deux relations, nous pouvons
déduire que pour tout s,t de S : mgt = My .
La donnée (W, S) est appelée un systéme de Coxeter.

Le rang de W est la cardinalité de S.

L’ensemble de générateurs S et les relations décrites ci-dessus forment une présentation
du groupe W. Pour mettre en €évidence la présentation, W est souvent écrite sous la

forme W = (s1,...,5n | (sisj)mi:j =e,V 5,5 €8, 5? =e,V i).

Finalement, nous pouvons voir les éléments de S comme des lettres dont est composé
un mot w de W. Grace aux relations entre les lettres, un méme mot peut s’écrire de

plusieurs maniéres différentes.



Exemple 1.1
W= <51a 82,83 | 8% =6, S% = 678f25 =6, (3132)3 =€, (8183)3 =6, (8283)4 = €>
est un groupe de Coxeter.

Des relations (s152)° = e, s? = ¢, 5% = e, nous déduisons que :

8189281828182 = € < 518281892 = 8281 < 528189 = 815281

11 est possible de représenter cette derniére relation par la figure suivante.

51

So

S1

Figure 1.1 Représentation de s15287 et $281892

Sur la figure 1.1, nous avons représenté s; et so par la permutation des trois points A, B
et C: s; permute (A,B,C) en (B,A,C) et sp permute (A,B,C) en (A,C,B). Nous voyons

clairement que s1s281 et s25152 transforment tous les deux (A,B,C) en (C,B,A).

Plagons-nous dans le groupe de tresses, pour lequel 'ensemble des générateurs est le
méme ainsi que les relations & la différence que les s; ne sont pas des involutions, mais
sont plutét d’ordre infini. Dans ce nouveau contexte, nous représentons les s; par une

maniére de tresser trois cordes.

Les cordes sont fixées aux deux extrémités, mais pas aux points intermédiaires. De plus,

les cordes sont dans R3, c’est-a-dire qu’ici il y a un ordre pour changer les cordes de



place. Mettre la corde rouge au milieu en la passant au-dessus de la verte ne représente
pas la méme chose que si la corde rouge est passée au-dessous de la verte. Pour cette
raison, lorsque nous intervertissons deux cordes, nous prenons comme convention de

mettre celle de gauche au-dessus de celle de droite.

\J

0

81

52

51

%

Figure 1.2 Relation de tresse

Appliquer s; aux cordes revient a intervertir les deux premiéres cordes, s9 & intervertir les
deux derniéres. Sur la figure 1.2, nous avons représenté s1$251 €t $28182. Nous pouvons
remarquer que ces deux représentations sont isotopes; c’est-a-dire dans les deux cas,
chaque corde de la méme couleur est fixée par la méme paire de points et elle est située

dans le méme ordre : la bleue au-dessous, puis la verte et la rouge le plus au-dessus.

Puisque ce contexte de groupe de tresses fait état de la relation entre s; et s9, la relation
§28182 = 815951 est appelée « relation de tresses », et ce, méme si W est un groupe de

Coxeter et non un groupe de tresses.

Remarquons que w = $1828182 = 8581 est un élément de W ayant deux écritures com-
portant un nombre différent de lettres. Il est utile de préciser la notion de longueur d’un

élément w.
Définition 1.2 La longueur d’un élément de W est la fonction suivante :

[ W —N

wremin{n | w=351...8,, $ €5}



Plusieurs propriétés découlent de cette définition.

Proposition 1.1 Soient w,w’ € W, s € S, alors nous avons les relations suivantes :
1 lw) =l{w™h)

2 l(wy=1leowes

7. W(ww') = l(w) + [(w') mod 2

Définition 1.3 La matrice de Coxeter de (W, S) est la matrice M € M, (N) dont les
entrées sont les exposants ms ;. Remarquons que M est symétrique, et que pour tout s,t

dans S nous avons :

ms,tz]-)
msy =1 = s5=1

puisque mg ¢ est lordre de (st).

Exemple 1.2 La matrice de Coxeter associé au groupe de Coxeter de I’exemple 1.1

est :
1 3 3
31 4
3 4 1

Définition 1.4 Le graphe de Coxeter de (W,S) est le graphe dont les sommets sont
étiquetés par les éléments de S. Deux sommets s et t sont reliés par une aréte {s,t} si

et seulement st mgy > 2. De plus, celle-ci est étiquetée par msy lorsque mgy > 3.

Exemple 1.3 Le graphe de Coxeter du groupe de Coxeter de 'exemple 1.1 est montré

4 la figure 1.3.



31
So 4 S3

Figure 1.3 Graphe de Coxeter de 'exemple 1.1

Exemple 1.4 Soit W ayant la matrice de Coxeter suivante :

1 4 2 2
4 1 3 2
2 3 1 4
2 2 41

Son graphe de Coxeter est montré a la figure 1.4.

- -& o -0
81 So S3 S4q

Figure 1.4 Graphe de Coxeter de 'exemple 1.4

Remarque :

Si pour un groupe de Coxeter W, deux éléments s; et s; satisfont la relation (s;s;)% = e,

alors nous avons les équivalences suivantes :
(SiSj)Q =€ <> §i{5jSiSj; = € <> 8;5; = §55;

Cela signifie que lorsque m; ; = 2, s; et s; commutent. Or, m; ; = 2 si et seulement si les
sommets s; et s; ne sont pas reliés par une aréte dans le graphe de Coxeter, donc lorsque

deux sommets s;, s; ne sont pas reliés dans le graphe, les éléments s;, s; commutent dans

w.

De plus, si un graphe de Coxeter I' est la réunion disjointe de deux graphes I'; et I’y



alors W = W; x Wy (produit direct) o W est le groupe de Coxeter associé 4 I'; et Wo
a I's. En effet, chaque élément de W associé & un sommet de I'; commute avec tous ceux
qui sont associés & un sommet de I's, il est donc possible de commuter les premiers avec
les seconds pour avoir tout mot w écrit d’abord avec uniquement des lettres associées &

I'1, puis avec uniquement des lettres associées & I'y.

Il est intéressant de se demander dans quelles conditions un groupe de Coxeter est fini
ou non. Par la remarque précédente, nous pouvons restreindre ’étude aux groupes de
Coxeter dont le graphe est connexe; puisque si un groupe est le produit direct d’un

nombre fini de groupes finis, alors il est fini.
Définition 1.5 Un groupe de Coxeter dont le graphe est conneze, est dit irréductible.

Proposition 1.2 Soit W, un groupe de Coxeter. SoientI'1,U'a, ..., Ty les composantes
connezxes du graphe de W. Si I C S, alors W dénote le sous-groupe de W engendré par
I. Sotent I; = {s € S | s est un sommet de I';}, pour j = 1,...,n. Alors (WIj,Ij) est

un systéme de Coxeter. De plus, nous avons :

W e Wy % x Wy

n

En travaillant avec les graphes, il est possible de déduire la liste des graphes de Coxeter
connexes pour lesquels W est fini. Il est aussi possible de prouver que les groupes de

Coxeter associés a ces graphes sont en fait les seuls & étre finis.

Théoréme 1.1 Les graphes connezes pour lesquels W est un groupe de Cozxeter fini

sont :
An(= Sny1) ® ® —Q------ o —e ,>1
S1 S9 83 Sn—1 Sp,
4
BC, C O —------ C —0C O n>2

51 82 83 Sn—2 Sn—1 Sn



Eg

Er

Eg

Fy

G2

° < *----- n24
S1 52 53 Sn—2
Sn,
@ C = —®
S1 S2 83 S4 S5
S6
C Oo— C —& O
S1 S92 S3 Sy4 S5 S
S7
[ @ L 4 —& L 2 @
$1 52 83 S4 S5 56 S7
S8
C =C L O
S1 S2 S3 Sq
*———0
S1 52
@ L @
S S92 S3
5
C C @ J
S1 52 83 S4
S1 52
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Dans les chapitres 2 et 4, nous exposerons une classification des groupes de Coxeter,
grace & laquelle un groupe de Coxeter est soit fini, soit affine soit hyperbolique. Les
groupes de Coxeter finis sont, comme leur nom 'indique, les seuls groupes de Coxeter a
étre finis. Ce sont les groupes décrits par le théoréme 1.1. La classification des groupes
de Coxeter hyperboliques est le sujet principal de ce mémoire. Or, celle-ci s’appuie sur
celles des groupes de Coxeter finis et affines. Elle se base sur les théorémes 1.1 et 1.2.
C’est pour cela que nous présentons d’'un méme souffle le théoréme 1.2, méme si nous
n’avons pas encore écrit ce que cela signifie d’étre un groupe de Coxeter affine. Pour
I'instant, disons simplement qu’un groupe de Coxeter affine est un groupe engendré par

des réflexions dans un R-espace vectoriel euclidien de dimension fini.

Pour en savoir d’avantage sur les groupes de Coxeter finis et affines et pour voir la preuve

des théorémes 1.1 et 1.2, il est intéressant de lire (Joyal, 1982).

Théoréme 1.2 Les graphes connezes pour lesquels W est un groupe de Cozeter affine

sont :
Sn41

A, n>2

S92
— 4 >4
B, - [ —0 o n

83 Sy Sn—1 Sn Sn+1

S1
— 4 4
C, [ o —-.------ ——o ® n>2

S1 52 53 Sn—1 Sn Sn4l
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52
D, RREE n>4
53 S4
$1 Snd1
Eg —o—9o—o °
S S2 S3 S4 S5
® s
® 57
2 ——o ° —o- ° °
S 59 S3 S4 Ss Se S7
58
Eg ——o ® o ® ——o
S1 89 S3 S4 Ss S6 S7 88
59
. 4
E, o- — —— @ O
S S2 83 S4 Sz
—~ 6
S1 52 83
o)
*———0
I
S1 S92

Pour la suite, V' sera un espace vectoriel sur R, de dimension finie. Soit {e; | s € S},

une base de V indexée par S. Dans ce cas, dimgV = |9].



12

Définition 1.6 La forme bilinéaire B associée & la matrice de Coxeter M est :

B:VxV-R

(v1,v2) — B(vy, v2),

Mst

telle que B(es,e;) = —cos( 4 ) Vs, t e S

La forme bilinéaire B peut s’écrire sous forme matricielle, et nous utilisons la notation
B pour la matrice de B. Les deux notations reviennent au méme; lorsque vy et vo sont

deux vecteurs coordonnées dans la base {es | s € S}, nous avons B(vy,vs) = v Bus.

Deéfinition 1.7 Une représentation R de W dans V' est un homomorphisme de groupes
R:W — GL(V), ou GL(V) est le groupe des automorphismes de V', c’est-a-dire les

endomorphismes linéaires et inversibles.

Définition 1.8 La représentation canonique de W dans V' est définie comme suit :

o: W — GL(V) ou, o5,V =V

W Oy ... 0g, POUT W = S1...5, ej — ej — 2B(e;, e5)e;

11 est facile de vérifier que pour tout s € .S, o5 est une transformation linéaire inversible

et que o est bien définie. 11 suffit de noter que o2 = I,,. En effet,

os(0s(v)) = (v —2B(es,v)es) — 2B(es, v — 2B(es, v)es)es
= v — 2B(es,v)es — 2B(es, v)es + 4B(es,v)B(es, es)es

=V

1l faut aussi vérifier que o préserve les relations sur W. Comme o2 = I,,, ¥s € S, nous

avons :

ss=e = 05(05(v)) = (0505)(v) = o(e)(v) =v

Pour la relation entre s et ¢t ot s # ¢, il faut décomposer V' en deux sous-espaces : (e, e;)

et (eg | Bles,es) = Blet,es) = 0). Si nous écrivons o, et oy sous forme matricielle,
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nous obtenons la matrice identité pour le produit de os et oy restreint au deuxiéme

sous-espace et les matrices suivantes si o, et oy sont restreints au premier sous-espace :

T
—1 2cos ( ) 1
o's = mS,t , T
0 1 2 cos (ms,t>

De cela, nous obtenons que
w
m Y

. . N . . , T .
La matrice o50; est conjugué & une matrice de rotation d’angle . Nous obtenons
Mgt
donc la matrice identité lorsque nous multiplions m ¢ fois cette matrice. Nous pouvons

4cos? (mﬂ ) —1 —2cos
s,t

v
2 cos -1
Mgt

3

050t =

aussi voir ce résultat en diagonalisant oz0y. Ses valeurs propres sont 1 et e2im/m

, ol
m = mg 4. Soit P la matrice ayant les vecteurs propres associés aux valeurs propres pour

colonnes. Alors

T T 2 ms,t
m (cos < ) + % sin < )) 0 1
(os0¢)Tt = P Mt Mt P
0 1
2 2
cos < mS’”) + ¢sin ( mS’”) 0
—p Mt Mgt pl=7
0 1

De plus, mg; est le plus petit entier satisfaisant 1'égalité décrite ci-dessus. En effet, si

m = Mgy, alors I'ordre de la valeur propre e2im/™M egt m = M t-

Nous retrouvons donc une relation équivalente a la relation de tresse :
(st)st = e, pour s #t = (050¢)"t (V) = v
ou, mg; est 'ordre de st.

La proposition suivante est une propriété importante et nous allons I'utiliser dans plu-

sieurs démonstrations.

Proposition 1.3 L’action de o(W) laisse B stable, c’est-a-dire

B(o(w)(z),o(w)(y)) =B(z,y),Yywe WV z,yeV
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Démonstration. Pour s € S, nous avons :
B(os(xz),05(y)) = B(x — 2B(x, es)es, y — 2B(y, es)es)
= B(z,y) — 2B(y, es)B(xz,e5) — 2B(x, e5)B(es, y)
+ 4B(z,e5)B(y, es)B(es, es)

= B(z,y)

Lorsque w ¢ S,

Il
!
o]
—~
8
<
~—

O

Définition 1.9 L’espace dual de V est V* = {X | A: V — R est une forme linéaire}.
Soit {ef | i € S} la base duale de V* par rapport & la base {e; | 1 € S} définie par la
propriété suivante :

) 1
ei (e;) =
0, pourj#i

, pour j =1

Proposition 1.4 Lorsque B est non dégénérée, il est possible d’identifier V' avec son

espace dual par Uisomorphisme A.

ou Ay est la forme linéaire définie par A\(z) = B(v,x) pour tout x € V. A\ () est aussi

noté (Ay, ).

Démonstration. Premiérement, nous avons que A, € V¥, VY v € V| car B est une forme

bilinéaire, et cela implique que A,(z) = B(v, z) est une forme linéaire.

Acru 4 cou(®) = Blaru + cov,z) = c1B(u, x) + caB(v,z) = c1 M (z) + c2Ay(2),Vz €V
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De cela nous avons que A est une transformation linéaire puisque nous avons :

A(CIU + CQU) = /\clu + cov

De plus, B est non dégénérée par hypothése, ce qui implique que ker(A) = {0}. Donc
A est un monomorphisme. Et comme, dim(V') = dim(V*) < o0, A est bien un isomor-

phisme. O

Définition 1.10 Nous définissons la représentation canonique duale du groupe de
Cozeter W :
o' W — GL(V™)
we ot (w) V-V

A= o (w)o A= Aoo(w™h)

Il est connu que 'égalité o*(w) o A = Ao o{w™!) est équivalent &
(o (WA, a(w)(v)) = (N, o(w)Fo(w)(v)) = Kv) YA eV ,veV

Deéfinition 1.11  Nous définissons les notions suivantes :

- Le demi-espace ouvert As = {A € V* | (A e5) > 0},
- Le demi-espace fermé As = {A € V* | (A, e5) > 0},

- C= ﬂ Ag, appelée la chambre fondamentale,
SES

- L’hyperplan Hg = {\ € V* | () es) = 0}, appelé un mur de C,

- D= ﬂ Ay, appelé le domaine fondamental

sES
En général, un ensemble D est un domaine fondamental pour l’action d’'un groupe G

sur un ensemble E lorsque la G-orbite de tout point de E rencontre D en ezactement

un point. Dit autrement, nous avons : GeND = {x}, V& € E. Le fait que l"ensemble
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ﬂ Ay est bel et bien un domaine fondamental est prowvé dans (Humphreys, 1990).
s€S

- U = U o(w)D, appelé le cone de Tits
weWw

Exemple 1.5 Dans le cas ou V est de dimension 3, la chambre fondamentale, C C V*,
est :
C= {/\ V-oR | </\,€1> > 0, </\,€2> > 0, </\,€3> > O}
= {\ = ae} + bel +cej | a,b,¢ > 0}

Si B est non dégénérée, en utilisant I’isomorphisme de la proposition 1.4 | I'image de C

dans V devient :

ATHC)={ve V| Bv,e) >0 pouri=1,23}

La proposition suivante est un résultat connu, c’est un exercice dans (Humphreys, 1990).

Proposition 1.5 W est fini si et seulement si U = V*

Remarque :

Lorsque B est définie positive, la forme bilinéaire symétrique B est un produit sca-
laire et nous notons . En effet, un produit scalaire est défini comme étant une application
bilinéaire, symétrique et définie positive. Alors, nous notons A\, (z) = B(v,z) = (A, z) =
v-z Vue V,Vz e V. Trouvons v, I'image inverse de e} pour 'isomorphisme de la
proposition 1.4. Puisque (e}, es) = 1, nous avons v-es =1 et v-z =0V 2 L e;. Alors

v = ¢ ez avec ¢ un scalaire. Et

€s
ceses=1=c= = v =
€s " €s €5 €s
es T . :
Or es est la projection de z sur ey et o4(z) devient :
€s " €
es T
os(z)=z—2v-z=2—2 es
€5 €s

ce qui défini une réflexion d’hyperplan H;.
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Exemple 1.6 Représentons I3 = (s1,52 | 87 = 85 = (515)° = e).

Prenons {e1,e2} pour base de V = R2. Soit o, l'angle entre Hy, et H,,. Comme
(06,05,)°(0) =vVwveV, alors3 (2a)=271=a= g
H;,

/3
€9 z

€1

Figure 1.5 Vecteurs générateurs de V'

' =i

C IP (| 75(C) i 7(C) H,
N e
o I e
ﬁu Tl O 74(C)
| 4 : :
/ @ (C)
—/" = U558, C) 05251(0)

Figure 1.6 Chambre fondamentale et représentation de I3

C est l'intersection entre As, et As,, montrée par la zone jaune hachurée de la figure
1 2 p J g
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1.6. La chambre fondamentale représente e, I’élément neutre de W. De plus, pour tout w
dans W, ¢,,(C) représente w. Nous pouvons voir ici un exemple ou U = V*, et le groupe

est bien fini puisqu’il a 6 éléments. Nous obtenons ce que la proposition 1.5 établissait.
La prochaine proposition relie les notions de chambre fondamentale, de demi-espace
ouvert et de longueur des mots.

Proposition 1.6 Soient s € S et w € W alors, nous avons :

l(sw) > l(w) & 0,(C) C As

l(sw) < l(w) & 04,(C) C —A4s



CHAPITRE II

CLASSIFICATION DES GROUPES DE COXETER DE RANG 3

Dans ce chapitre, nous allons établir la classification des groupes de Coxeter de rang
3. Pour la suite, nous noterons si, sy et s3 les éléments de S. Dans 'exemple 1.6, nous
avons vu que ’angle entre deux hyperplans de réflexion Hg, et H,, était déterminé par

s
Mg, s,- Plus précisément, cet angle valait . Ce résultat est généralisable pour tous

Ms1,s50
les groupes de Coxeter, notamment, ceux de rang 3. De plus, le domaine fondamental D
T i T
est délimité par Hs,, Hy, et Hg,. Or, la somme des angles , et ne

Msy,s9 Thsy,sg Ms2,53
vaut pas nécessairement 7. La classification des groupes de Coxeter de rang 3 est basée

sur ce fait.

Nous allons voir en premier lieu que lorsque la somme de ces angles est respecti-
vement supérieure, égale ou inférieure & 7, alors B est définie positive, dégénérée non-
négative, ou de signature (2,1), ( c.-a-d. B a 2 valeurs propres positives et une valeur
propre négative ). En second lieu, étant donné le cas de figure de B, nous allons retrouver
trois situations, respectivement le groupe de Coxeter sera représenté par un sous-groupe
d’isométries de l'espace euclidien, affine, et hyperbolique. Pour cette raison, les groupes

de Coxeter de rang 3 sont dit finis, affines ou hyperboligues.

Théoréme 2.1 (de Sylvester) Soit V' un espace vectoriel sur R. Soit B:V xV — R

une forme bilinéaire symétrique. Alors, il existe une base F = (f1,..., fn) et il existe
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trois entiers r,s,t > 0 avec r + s+t = n tels que :

1, sl<i<r
B(fi,fi)=14-1, sir+1<i<r+s
0, str+s+1<2<n

La matrice de B par rapport ¢ F a donc la forme suivante :

I. 0 O
0 —-I, 0
0 0 O

De plus, (r,s), la signature de la forme bilinéaire B est unique.

Proposition 2.1  Soit (W, S) un systéme de Cozeter de rang 3. Soient p, q,r tels que :

1 1 .
D= Mg sy, § = Mgysy ELT = Mg,sy, posonsd =+ + . Soit B la matrice de la forme
p q T

bilinéaire canonique B :

q
B= | —cos 7 1 —cos<7r)
P T
7r 7r
— COS — COS ( ) 1
q r
Alors, nous avons que :
définie positive, sid>1;

B est < dégénérée non-négative, sid=1;

de signature (2,1), std < 1.

Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons considérer que les (p, g, 7) sont

telsquep < qg<r.
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Nous allons utiliser 1’élimination de Gauss pour trouver une matrice P inversible telle
que : PBPT = D ot D est une matrice diagonale ayant des 0, %1 sur la diagonale. I

est possible de réaliser ceci par le théoréme 2.1.

PBPT =
1 T i - -
1 ¢ 0 TG TG/ | {1 cos <—> cos (—)
T - - p q
cos P L0 — COS » 1 — COS (;) 0 1 0
7T
cos{=] 0 1) | —cos( ) —cos (f) 1 0 0 1
q q T
1 0 0
2 7T ™ 7T 7T
— |0 1 —cos® | — —cos | — ] cos| — | —cos (—)
D q D T
7T 7T 7T 2 7T
0 —cos|—]cos|— | —cos (—) 1-—cos®| —
q p T q
Nous supposons ici que p # co. Dans ce qui suivra, nous étudierons le cas p = oo.
1 0 0
7T
CO8 <—) Cos (—) + cos (—)
0 1 - g
. T
PP BP' P = sin 5)
7T
CO8 <—) cos (—) + cos (—)
0 D q r 1
. ™ 2
sin (~) sin (—
P



22

10 0
PP,PBPIPIPF =10 1 o
00 —%

1 0 0

0 1 0

ou Pg: cos (7() oS <7T> + cos (71')
0 p q/) T 1

1l faut maintenant étudier le signe de ’entrée —¥% de la matrice obtenue :

<*>(COS(p>C:jn§E}r;cos<T>) i (1)
(ot (3) o (3) #20 () o (Z)((:; (1) et (7)) ot (7)o ()
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Considérons la fonction :

flz) =1 cos? (g) — cos? (%) — cos?(z) — 2cos (g) cos (%) cos(x)

sur l'intervalle [0, 7). Sur cet intervalle, f(x) est une fonction croissante puisque cos(zx)
: P . : T T .
est une fonction décroissante. Il faut aussi noter que cos (—) et cos (—) sont positifs
P q

puisque p,q > 1.

F (= nfp - m/a) = 1 - cos? (n/p) — cos? (n/q) ~ cos? (x — m/p — 7/g)
— 2cos (7/p) cos (m/q) cos (1 — m/p — m/q)
— 1= cos? (/p) — cos? (/q) — [ cos (/p) cos (/) + sin (r/p) sin (/)
— 2cos (m/p) cos (m/q) (— cos (m/p) cos (m/q) + sin (/p)sin (7/q))
= 1~ cos? (n/p) — cos? (/) |
— [cos? (m/p) cos® (m/q) — 2 cos (7 /p) cos (w/q) sin (m/p)sin (n/q) + sin® (w/p) sin® (7 /)]

+ 2cos? (/p) cos? (m/q) — 2 cos (m/p) cos (7 /q) sin (7 /p)sin (7/q)

2 2

=1~ cos? (m/p) — cos? (w/q) + cos? (w/p) cos® (m/q) — sin’ ( /p) sin® (/)
=1~ cos? (n/p) (1 — cos® (w/q)) — cos? (/q) — sin? (n/p)sin® (v /q)
=1 - cos? (r/p) sin® (r/g) — cos? (/q) — sin® (n/p) sin® (/q)

=1 - sin® (v/q) — cos? (n/q)

=0
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Comme f est croissante, nous avons :

>0 si7;>7r—g—g;
(—%) <=0 sig—w—g—g;
<0 517;<%—g—g.
o Lorsque (—%) > 0, alors :
10 0 1 0 0 1 0 0
PyP,P, P BPTPTPFPT = |0 1 0 01 0 01 0

Par le théoréme de Sylvester B est définie positive.
o Lorsque (—%) = 0, alors:

100 100
PPPBPIPfPf =10 1 0| eB=P'|o 1 o|PT

000 0 00
Alors le théoréme de Sylvester donne que B est dégénérée et non négative.

o Lorsque (—¥%) < 0, alors :

1 0 0 10 0 1 0 0
P,PsP,P,BPIPTPIPF = |0 1 0 01 0 01 0
00 (Va)1/ \0 0 —%/ \0 0 (V)
10 0
=101 0
00 —1

Par le théoréme de Sylvester, B est de signature (2, 1).
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Pour p # oo, nous avons bien le résultat recherché :
définie positive, sid>1;
B est < dégénérée non-négative, sid=1;

de signature (2, 1), sid<1
Voyons maintenant le cas oll p = oo.

Comme les (p,q,r) sont tels que p < ¢ < r, il reste uniquement le cas (0o, 00,00) &

traiter.

Nous avons que B devient :

Avec la méme démarche que précédemment, nous obtenons :

1 0 0
PPsP,PBPTPFPFPF = |0 -1 0

0 0 1
avec
100 100 1 0 0 1 0 0
P=j110,P2=|01 1|,B=|0 1/2 0|, Pa=]0 1 0
101 001 0 0 1 0 -1 1

1 1 1
Donc B est de signature (2,1) et c’est ce qu'il fallait puisque — + — + — < 1
00 00 00

O

Il nous reste & expliquer les liens entre le fait que B soit définie positive et celui que
W soit un groupe de Coxeter fini; le fait que B soit dégénérée et celui que W soit un
groupe de Coxeter affine, et finalement le fait que B soit de signature (2,1) et celui que

W soit un groupe de Coxeter hyperbolique.
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2.1 B définie positive et W est un groupe de Coxeter fini

1 1 1
Par la proposition 2.1, lorsque B est définie positive d = — + ~ 4+ = > 1. Voici les cas
D T

possibles tous les triplets (p, g, r) : !

e (2,2,z) avec x > 2,z € N, nous avons bien : 1/2+1/2+ 1/z > 1Vz e N

e (2,3,3), (d=17/6)

e (2,3,4), (d=13/12)

e (2,3,5), (d=31/30)

Pour prouver que lorsque B est définie positive, W est un groupe fini, il faut d’abord

prouver que W est un sous-groupe discret du groupe orthogonal O(B).

Définition 2.1 Un ensemble H est discret si pour tout h € H, il existe un voisinage

Vi, contenant h tel que Vi, N H = {h}

Lemme 2.1 Lorsque B est non-dégénérée, W est un sous-groupe discret du groupe

orthogonal

O(B) = {g € End(V")| B(g(z),9(y)) = B(z,y) ¥V z,y € V"}

Démonstration. Lorsque B est non-dégénérée, par la proposition 1.4, nous pouvons iden-
tifier V et V*. Soit Cp = {g € GL(V*) | gz € C}, pour un z € C fixé. Cy est I'image

inverse de ouvert C de la fonction continue
fGLVY) - V*
g—gzx
Cy est donc un ensemble ouvert. Pour tout w € W nous obtenons C No*(w)z = {2} en

appliquant f & CpNo*(w), car C = D est un domaine fondamental pour l'action de W

sur U. Ainsi, nous avons, Cop No* (W) = {e}.

Donc, en prenant un g € ¢*(W), nous avons gCy N go*(W) = gCp N o™ (W) = {g}.
o*(W) est donc un sous-groupe discret de GL(V*). Par le transport de structure dit &

"Pidentification de V' et V*, o(W) est un sous-groupe discret de GL(V'). Par la proposition
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1.3, B est stable pour I'action de o(W). Comme o(W) est un sous-ensemble de O(13),

on obtient que o(W) est un sous-ensemble discret de O(B). O

Proposition 2.2 Si B est définie positive, alors W est fini.

Démonstration. Nous identifions V et V*. Comme B est un produit scalaire, V est
simplement un espace vectoriel euclidien. En utilisant une base orthonormale de V, il est
possible d’identifier o(W) avec un sous-groupe du groupe orthogonal O(B) = O(n, R).
O(n,R) est un sous-ensemble compact de ’ensemble des matrices n x n. En effet, c’est
un sous-ensemble fermé car une matrice M de O(n,R) peut étre définie par ’équation
polynomiale MMT = I,; c’est un sous-ensemble borné car les lignes d’une matrice

orthogonale sont des vecteurs unitaires.

Par le lemme précédent, W est un sous-groupe discret du groupe orthogonal. Comme

un sous-groupe discret d’un groupe compact est fini, nous avons W ~ o(W) est fini.

Maintenant, grace aux graphes et au théoréme 1.1, il est possible de reconnaitre quels
sont ces groupes.

- (2,2,2) a comme graphe :

51 So S3

Figure 2.1 Graphe de W avec (p,q,7)=(2,2,2)

Ce groupe est isomorphe & (Z/27)3, par la proposition 1.2. 11 a 2* éléments.

- (2,2,), avec x > 3, a comme graphe :

Z
[ ] *—e

S1 S2 $3

Figure 2.2 Graphe de W avec (p,q,7)= (2,2, z)

Ce groupe est isomorphe a (Z2) X I, qui a 4z éléments.



28

- (2,3,3) a comme graphe :

S1 S9 S3

Figure 2.3 Graphe de W avec (p,q,7) = (2,3,3)

Ce groupe est isomorphe & Sy qui a 4! éléments.

- (2,3,4) a comme graphe :

S1 S2 §3

Figure 2.4 Graphe de W avec (p,q,7) = (2,3,4)

Ce groupe est isomorphe & BC3 qui a 2(4!) éléments : c’est le groupe des permuta-
tions signées. Ce sont les isométries du cube qui ne préservent pas nécessairement
lorientation. Ce groupe est aussi appelé le groupe hyperoctaédral.

- (2,3,5) a comme graphe :

S1 52 S3

Figure 2.5 Graphe de W avec (p,q,7) = (2,3,5)

Ce groupe est isomorphe & H3 qui a 120 éléments. C’est le groupe des symétries du
dodécaedre.

En conclusion, lorsque B est définie positive, W est bien un groupe fini.
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2.2 B dégénérée et W est un groupe de Coxeter affine

Lorsque B est dégénérée nous avons :

1 00

B=P'|o 1 0|PT

0 00
L’espace nul est donc de dimension 1. Pour tout v # 0 tel que Bv = (0,0,0)7 alors
veVLt={veV|Buv)=0VYu¢cV}, l'espace orthogonal de V. V1 est aussi de
dimension 1.
Donc pour tout w € W et pour v € V-

g(w)(v) =01...00(V) =01...0n-1(v — Blen,v)en) =01...0n-1(v) =+ =0

c.-a-d. V= est fixé par o(w)pour tout w € W.
Considérons la représentation canonique duale o*(w) qui est telle que :

o*(w)o X =Xoa(w™) ce qui est équivalent & dire que
<of(wAhowu>=<u>VieViueV
Nous avons donc, H = {A € V*| < A\,v > = 0} est aussi fixé, puisque :
o"(w)(H) = {o"(w)(N) | <X v>=0}
= {o*(w)(N) | <\oHw)(v) >= 0}, car VT est fixé par tout o(w)
= {o*"(w)(N\) | < o"(w)(A),v >= 0}, par définition de ¢*

=N

Le méme raisonnement s’applique pour son translaté :
A={ eV <ANv>=1}
en prenant le méme v € V1. Soient a, b, ¢ tels que v = aej + bey + ces.
A= {zel +yes + zey | < xze] + yeh + zel, aey + bey +cez >=1}

= {zel + yeb + zel | ax + by + cz = 1}
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Soit H; = {A € V*| < \,e; >= 0}, les murs de la chambre fondamentale.

HiNnA = {ye5 + ze} | by + cz = 1}, c’est une droite affine dans A. Nous obtenons le

méme résultat pour Ho N A et Hz N A.

Aprés une étude de o(s) sur H, nous trouvons que chaque o(s) est une réflexion affine,
de plus, lorsque W est un groupe irréductible, ces réflexions forment une triangulation

du plan.

1 1 1
Exemple 2.1 (p,q,7) =(3,3,3) = 5 + 5 + 5 = 1. Nous sommes bien dans le cas ou

B est dégénérée.
1 -1/2 —-1/2

B=|-1/2 1 -1/2
~1/2 -1/2 1

11 est facile de voir que v = (1,1, 1) est tel que V- = Ru. La figure 2.6 montre la représen-

tation de ce groupe de Coxeter. Le triangle mauve représente la chambre fondamentale.

NN NN/

ANAARARAY

Figure 2.6 Représentation de W avec (p,q,7) = (3,3,3)

Exemple 2.2 Dans le cas ou (p,q,7) = (2,4,4) . La figure 2.7 montre la représentation

de ce groupe.



31

Figure 2.7 Représentation de W avec (p, q,7) = (2,4,4)

11 est possible de faire la liste des groupes de Coxeter affine de degré 3. Il suffit de trouver

11 1
tousles p < g <rtelsque -+ -+ - =1.
p q T
- (2,2,00) a comme graphe :
o0
o *—
S1 So S3

Figure 2.8 Graphe de W avec (p,q,7) = (2,2, 00)

C’est le seul cas affine pour lequel nous n’avons pas de triangulation du plan. Dans ce
cas nous obtenons des droites paralléles dans le plan plutdt que des triangles.

- (2,3,6) a comme graphe :

S Sao 83

Figure 2.9 Graphe de W avec (p,q,7) = (2, 3,6)

- (2,4,4) a comme graphe :
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S1 So 53

Figure 2.10 Graphe de W avec (p,q,7) = (2,4,4)

- (3,3,3) a comme graphe :

53
3 i ES
S1 3 S9

Figure 2.11 Graphe de W avec (p, q,7) = (3,3,3)

2.3 B de signature (2,1) et W est un groupe de Coxeter hyperbolique

Nous allons nous pencher sur ce cas avec plus de profondeur dans le prochain chapitre.



CHAPITRE III

GROUPES HYPERBOLIQUES DE RANG 3

Dans ce chapitre, nous voyons plusieurs représentations des groupes de Coxeter
hyperboliques de rang 3. Dans la premiére section, nous détaillons la représentation
avec le cone de Tits dans R3. Dans la deuxiéme section, la représentation sera dans

I’espace hyperbolique.

3.1 Cone de Tits et ’ensemble ()

Commencgons par décrire la chambre fondamentale et le cone de Tits. Au chapitre 1, la

chambre fondamentale a été définie comme suit :
C={\:V-oR| (A e1) >0, (A, e2) >0, (N e3) >0}

Etant donnée que les groupes de Coxeter hyperboliques sont tels que B est non dégénérée,
la proposition 1.4 permet d’identifier V' avec V* par 'isomorphisme A : V — V*. Gréce

a A, nous identifions C' avec son image dans V.
C~{veV|B(ve)>0pouri=123}={)=ael +bej+ce} | a,b,c> 0}

Rappelons aussi que le céne de Tits U est 'union des cones fermés o(w)D obtenus
par produit de réflexions o(w) du domaine fondamental D, pour tout w dans W. Nous
allons prouver que I'image inverse du céne de Tits par A est incluse dans la fermeture
de @ = {v € V | B(v,v) < 0}. A partir de cela, nous allons expliquer la représentation

hyperbolique qu’il est possible de faire des groupes de Coxeter hyperboliques.
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Considérons {f1, f2, f3} tel que

1, sii=j
B(ei7 f]) -

0, sinon

En posant f; = z1je1 + xoje3 + x35€3, nous obtenons pour f; le systéme d’équations

suivant :
11 1
B o1 — 0
31 0

Cela signifie que fi est en fait la premiére colonne de B™!; des systémes d’équation
équivalent pour fy et f3, permettent de conclure que fp et f3 sont respectivement les
deuxiéme et troisiéme colonnes de la matrice inverse de B. De plus, nous pouvons re-

marquer que B(f;, fj) = zi;.
Etant donné que pour un » de V écrit comme combinaison linéaire des f;, nous avons :
B(u,e;) = By fr + yvafo + y3fz, e) = yiB(fr,e) + 2B fa, &) + 3B(f3,e:) =y

alors C devient :

C={nfi+yafotysfs |y >0y2>0,y3 >0}

Revenons maintenant & notre ensemble 2. Nous montrons que C' est inclus dans 2.

Nous avons :

B(v,v) = Bly1f1 + yafe + yafs, 1f1 +y2fo +y3f3)
= yiB(f1, f1) + yiyB(f1, f2) + -+ Y3B(fs, f3)

= Q%Iu + Y12+ -+ yez,faa

Les y; sont strictement positifs, lorsque v € C'. Si nous démontrons que les entrées de la
matrice inverse de B sont, lorsque B est la matrice de la forme bilinéaire associé & un
groupe de Coxeter hyperbolique, toujours inférieures ou égales & zéro, nous aurons bien

que B(v,v) < 0 et que v est dans 2.
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Or, la matrice inverse de B est

1
det(B)

ot det(B) = 1 — cos? (E) — cos? <E> — cos? (E) — 2cos (E) cos <E> cos (E), et
D q r D q T

Com(B) est la comatrice de B. Dans la preuve de la proposition 2.1, nous avons prouvé

Com(B)T

que l'expression décrite par det(B) est strictement négative pour tout p,q,r, dans le

cas ou W est un groupe de Coxeter hyperbolique. De plus, les éléments de Com(B)
: o : 7T 7T 0 .
sont soit de la forme sin® | — | ; soit de la forme cos | — | cos | — | +cos [ — | on

mg m ma m3
(m1,mg2,m3) est une permutation de (p,gq,r). Les éléments de Cof(B) sont donc tous

positifs, et les éléments de B! sont tous négatifs.
Nous obtenons C C Q et DCQ = {veV | Bv,v) <0}.

Par la proposition 1.3, B{o(w)(z),o(w)(y)) = B(z,y), alors o(W) laisse § stable, et
U=ow)DcCQ.

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que lorsque B est de signature (2,1), nous

pouvons trouver une matrice inversible P telle que :

-1 0 0
B=pP 'l g 1 o|PT

0

o

1

Alors,

T -1 0 0 x
B(ze,+yea+zes, ey +yest+zes) = (z,y,2)B | y :(x,y,z)P_1 o 1 ol|PT y

z 0 01 z
En posant (zq,z1,22)7 = P~7(z,y,%)T, nous avons :
B(xey + yea + zes, ze) + yea + ze3) = —x% + x% + x%

Or —x3 + 22 + 23 = 0 est 'équation d’un cone, 2 devient :

Q= {(zo,z1,22) € V | —zi+ 2%+ 2% <0}
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c.-a-d., £ est I’ensemble des vecteurs de V situés & l'intérieur du cone.

Comme la fonction v — B(v,v) est continue et par ce qui précéde, Q est constitué de
deux composantes connexes. Nous notons {2, l'unique composante connexe contenant

C'; Pautre composante connexe de §} est noté 2_.

Nous obtenons une partition du .cone U par des cones de la forme ¢,,(C). La représen-
tation de W consiste & associer a chaque w, un cone 0,,(C). Le cone 0,,(C) est obtenu

aprés la suite des réflexions sur C' par sp,...,81 Sl w = 81... 8.

Cette représentation en dimension 3 est en bijection avec une représentation en dimension

2, plus pratique. La bijection est exposée dans la prochaine section.

3.2 Représentation de W et plan hyperbolique

Considérons une nappe d’un hyperboloide définie par

M = {(z0,z1,22) €R® | —22 + 22+ 22 =—-1, 20 > 0}

Figure 3.1 Hyperboloide 4 deux nappes et C

Cette nappe coupe chacun des cones 0,,(C), auxquels nous avons associé w dans la

section précédente, en une zone triangulaire. L’exemple de P'hyperboloide intersecté par
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C est montré a la figure 3.1. Nous pouvons remarquer qu’il y a une bijection entre les
cones 0,(C) et les zones d’intersections des cones avec I'hyperboloide. Ainsi, les zones
triangulaires obtenues dans M forment aussi une représentation de W. On appelle M

le modeéle de Minkowski du plan hyperbolique.

Partant du modéle de Minkowski, nous passons au disque de Poincaré. Le disque de

Poincaré est défini comme suit :
D={z€C||z] <1}

Il existe une bijection entre ces deux modéles du plan hyperbolique. Nous présentons
dans cette section la bijection 7 : M — D puis la bijection inverse J : D — M, qui
revient & faire la projection du disque D sur M. Avant de présenter la bijection nous
changeons z en coordonnées polaires hyperboliques. Etant donné un point z = z+iy € D,

nous pouvons lui associer ses coordonnées polaires hyperboliques (r, ¢).

tanh <—72:) = |z|, tan(¢) = %

T . . . . .
Ici nous prenons 5 plutét que r pour simplifier I’écriture dans ce qui suit. Avec ces

nouvelles coordonnées, z devient z(r, ¢) = tanh (g) (cos(¢) + isin(e)).

Les coordonnées polaires hyperboliques sont telles que ¢ est la coordonnée polaire usuelle

1+ |z
et r=1In ( | |> En effet, pour tanh(u) =v,u € R,v € [-1, 1], nous avons

1— |z
eu_e_u:U:>e“—e_“:v(eU+e_“)=>62u—1:1)(62u+1)
et + et
1 1
=e(l-v)=1+v=e"= +U:>2u:ln< +U>
1—w 1—w
1 1+wv
= u = tanh~!(v) = _ 1
u = tanh™ " (v) 2n<1_v)
I M—->D

Etant donné un point (2o, z1,72) € M, nous pouvons lui associer les coordonnées po-

laires hyperboliques (7, ¢).

2, .2 ,
tanh(r) = Vi + $2, tan(¢) = iQ
Zo 1
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Ceci est possible car :

- <1& /22 + 33 < z0,( car 79 > 0)
0

sritri<zi o -+ +25<0

Comme (zg, 21, 2z2) € M, la derniére inégalité est vérifiée.
Définissons Z par Z(zo, 1, Z2) = tanh (g) (cos(¢) + isin(¢)), ou r et ¢ sont obtenus

par les égalités décrites plus haut. Décrivons Z plus explicitement.

24 .2
Quand u =r, tanh(u):véu:tanh_l(v):\/$1+$2,alors
Zo
24 2
Vit + 23
| 1+ . 1 xo+\/x%+x§
r:2ln 20 5 :21n
1_\/171+3”2 xo—\/xf—kxg
Zo

Calculons maintenant le point z € D ayant les coordonnées polaires hyperboliques.

1/2
xo+\/x%+x% .,
ry exr—e2 €& —1 xo—\/x%—}—x%
tanh(2): bhed e+l 1/2
2 2
erte xo—}—\/x%—}—x%
+1

mo—\/x%—}—x%

1/2 1/2
<xo +1/z} +x%> - <x0 ~ \/xf + ac%)

- 1/2 1/2
(:co+\/x%+x§> + <xo—\/x%+x§>
2z9 — 2\/30(2) — (2% + 23)

B 2\/z? —}—x%

Zo -1

RVEET:



T T
Puisque tan(¢) = %, cos(¢) = \/232 1+ 42 et sin(¢) = \/xQ j_ 2 7 devient :
1 2 I 2
I(x ) xzo— 1 z1 TP
0, Z1,%2) = ?
Vai+ o \Vai+af al+ ]
_ z1(xo—1)  zo(zo—1)
z? + 23 z? + z2
_mi(zo—1) | z2(z0 - 1)
zd—1 zd—1
z %)

$0+1+Z$0—{—1

J:D—- M

Définissons J par :
J(z(r, $)) = (cosh(r), cos(¢) sinh(r), sin(¢) sinh(r))

L’image est bien dans M puisque

— cosh?(r) + cos?(¢) sinh?(r) + sin?(¢) sinh?(r) = — cosh?(r) 4 sinh?(r) = 1

1
En utilisant le fait que » = In (1 + :ZD , hous obtenons
— |z
e +e” 14|z : e —e " 22|
cosh(r) = T 1 22 sinh(r) = 5 =1 PR

De plus, comme ¢ est la coordonnée polaire usuelle, nous avons :

cos(¢) ==, sin(9)

e

2|’
Alors,
T+z12 = 2z| y 22 1422 2z 2y
R e . e
L= [2[27 2] 1= |2[*7 2] 1 — |22 L= 227 1= [2[*"1 = |22

)
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De cette description de 7, nous pouvons comprendre 7 de maniére géométrique. En effet,

considérons la projection stéréographique par rapport au point (—1,0,0). Les équations
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paramétriques de la droite passant par (—1,0,0) et (0,z,y) sont :

zo(t) =t —1
z1(t) = xt
zo(t) = yt

Calculons 'intersection de cette droite avec M :

—(t =12+ (@) + ()2 = -1

= —(t—1)% + |2]? cos®($)t> + |z|?sin*(#)t2 +1 =0
= —t7+2t— 1422 +1=0

=tz —1)+2t=0

—t=
1—|z)?

En substituant ce ¢t dans les équations paramétriques, nous obtenons l'image de z par

J

2 1+ |22
w0 =, e 1= D
2(t) = —QTzP’
==, 7

Autrement dit, J est la projection stéréographique de z sur M & partir du point

(-1,0,0).

Maintenant que nous avons une bijection entre le modéle de Minkowski et le disque de
Poincaré, nous allons regarder ce que devient la représentation des mots de W. Quelle
est I'image par Z de lintersection d’un plan d’équation azg + bx1 + czo avec M 7 Aprés
calcul, nous trouvons que lorsque a est nul, 'image dans le disque de Poincaré est une
droite passant par 'origine. Si ¢ est nul, nous obtenons une droite verticale, sinon la

b
pente est -
c
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_ _ b ¢ V—a?+b% +c?
Sia n’est pas nul, 'image est un cercle de centre (— - = —) et de rayon .
a’ a a

Ce cercle a la propriété d’étre perpendiculaire au cercle {z € C | |z| = 1}.

[’image de l'intersection d’un céne o,,(C) avec I'hyperboloide dans I’espace hyperbo-
lique est donc un triangle ayant des arcs de cercle pour les cotés, ce triangle est dit

hyperbolique. Plus précisément, un triangle est dit hyperbolique lorsque la somme de

ses angles est inférieur a m.

Figure 3.2 Représentation de W avec (p,q,7) = (3, 3,4) sur le disque de Poincaré



42

Exemple 3.1 La représentation sur le disque de Poincaré¢ du groupe W avec (p, ¢,7) =

(3,3,4) est montré a la figure 3.2.

Sur cette figure le triangle blanc représente 1'élément neutre. Les triangles rouge, bleu et
vert représentent sq, so et s3. Un mot w = 87 ... 8, a une couleur ayant les proportions de
rouge, bleu et vert en fonction du nombre de fois que s1, s et s3 apparait dans w. Etant
donné que I’écriture d’un élément w n’est pas unique, nous avons choisi le plus petit

représentant de la classe des expressions réduites de w, selon I'ordre lexicographique.

En regardant cette figure, nous pouvons retrouver les valeurs de p,q et r car

Sk
=3

SR

sont les trois angles de chaque triangle.

Avant de clore cette section, nous voudrions mentionner que le disque de Poincaré n’est
pas l'unique modéle du plan hyperbolique servant, a représenter les groupes de Coxeter
hyperboliques de degré 3. En effet, il y a aussi le modéle de Klein et le demi plan
supérieur. Ce dernier modeéle n’est pas pratique & utiliser car par sa nature il ne permet
pas de voir beaucoup d’élément de W. Le modéle de Klein n’est pas conforme c’est-a-dire

qu’il ne respecte pas les angles.

3.3 Inversion et réflexion

Dans la section précédente, nous avons montré la bijection entre une nappe d’un hy-
perboloide et le disque de rayon 1 centré a l'origine. Nous avons vu que les sections

hyperboliques de M sont envoyés sur les cercles et certaines droites du disque D.

Dans la présente section, nous définissons la notion d’inversion par rapport & un cercle
de D. Puis, la proposition 3.2 établit 1’équivalence entre inversion dans D et réflexion

dans M.

Exemple 3.2 L’inversion par rapport au cercle C transforme 2z en (.
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Figure 3.3 Inversion

Voyons la définition formelle de la notion d’inversion, une construction géométrique

sulvra.

Définition 3.1 Soit C un cercle dans C d’équation
wz+ (B—iv)e+ (B+iv)i+a=0, a#0,8,v€R

24 A2 g2
ﬁ, - \/ﬂ K . Une inversion
a o« «

Son centre est alors p = (— ) et son rayon r =
Inve par rapport aw cercle C est une transformation telle que pour tout z de C\ {p},
Inve(z) = ¢, ou ( est lunique élément compleze tel que |z — p||¢ — p| = r? et qui est

situé du méme cté de p. Fn utilisant les propriétés des complexes, nous avons que
¢ = _(Bti)zte

o 4B iy
Lorsque o = 0, Uéquation de C est celle de la droite Bz + vy = 0. Nous obtenons alors

+ i)z
_u pour C
B —iy

La construction géométrique de l'inverse d’un point est illustrée par la figure 3.3. Soit C
un cercle de centre 0. Soit C un point & Uintérieur de C. A est un des points d’intersection

entre C et la droite perpendiculaire & OC'. Soit B I'intersection entre OC et la tangente

du cercle en A.
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Figure 3.4 Construction de I'inverse de C

Montrons que B est U'inverse de C'. Par la construction, les dangles OCA et OAB sont

droits. De plus, les angles AOB et AOC sont égaux. Alors, nous avons :
OAC = 90° — AOC = 90° — AOB = OBA
Ainsi, les triangle OAC et OAB sont semblables et nous avons la relation suivante :
49 120 _% 55070
La proposition suivante montre que le disque de Poincaré est préservé par les inversions.

Proposition 3.1 Soit Cy le cercle délimitant D.
1. ze D& InveeD

2. z€Cye Inve € Cy

Démonstration. Pour z € D, nous avons :

(87 + vz + 0)(Bz —inz + ) _
(az+ B —iy)(az +B+1y)

& B+ 2z + 0’ + 208z = B2+ + o?2z + 208z

Imve(z)Inve(z) =

Szz=1
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De facon similaire, z € Cy & 2z < 1 & Inve(z)Inve(z) < 1. |

Le lemme suivant sert & la démonstration de la proposition 3.2. Pour simplifier les nota-
tions, nous notons @ la matrice P~ vu au chapitre 2, telle que B = QT diag(—1,1,1)Q.

Pour le cas ol p # 00, nous avons que P = PsPyP3sPo Py et que

0 0
- —COS< >COS</>—COS )
Q — P—T — PS_TP4_TP3—TP2_TP1_T — 0 Sin (p) . <7T>
Y/
(5) (o)
1 —cos » — COos

2
001 (cos (W) cos <W> + Cos (W)) .
oﬁP5_T: 01 0f eth= p q 9 r —sin2</>.
o (5) !
1 0 0 D
Lemme 3.1

Ywe W, Yo e R}, Que M & Qo(w)v € M
Démonstration. Considérons M = {v=(a,b,¢)T € R} B(v,v) = —1,¢c > 0}. Rappelons
que M = {z = (zg,71,72)T € R®| — 23 + 2} + 23 = —1, 2 > 0}. Alors

M — M

v QU

est une bijection, puisque @ est une matrice inversible et que la condition ¢ > 0 pour

vE M est équivalente & 2o > 0 pour z € M. En effet, pour z = Qu avec v = (a,b, )7,
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nous avons

r=QueM

o —xita?+ai=—120>0

& zldiag(—1,1, )z = —1,20 > O

& (Qv)Tdiag(—l, 1,1)Quv = —1, la premiére entrée de Qu > 0
& TQTdiag(—1,1,1)Quv = —1,/kec> 0

sSv'Bv=-1,c¢>0
Alors v € M & o(w)v € M, puisque B est o(W)-invariant par la proposition 1.3.
Par la bijection entre M et M, Quv € M < Qo(w)jv € M. O
Proposition 3.2
Yo e M,Yw=s...5, € W : Z(Qo(w)v) = Inve, Inve, ... Inve, (Z(Qv))
ot C; est limage de Q(H;) N M sous T.
Démonstration. Premiérement, nous remarquons qu’il suffit de montrer cette formule

pour w =s € S, c.-a-d.

I(Qosv) = Inve,(1(Qu)) (©)

ou Cs est le cercle correspondant & Q(H,) N M.
En effet, en supposant I’équation ({») vraie, nous avons
Z(Qo(w)v) = T(Qo(s1)o(s2) ... 0(sp V), Vw=1351...8, € W
et par hypothése de récurrence, o(s;)...o(sp)v € M pour 2 = 2,...,n, ainsi,

Z(Qo(s1)...0(sp)v) = Inve, (Z(Qo(s2)...0(sp)v) =+ = Inve Inve, ... Inve, (Z(Qu))

Maintenant, nous montrons () pour si, sz, et 3.

Soit v = (a,b,c)T € M, coa-d. Qu = (z0,71,22)T € M avec —23 + 22 + 25 = —1.
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Pour w = s1, nous obtenons,
-1 2cos (z) 2cos (7_r> a zo
p q

Qos,v=Q | g 1 0 bl =1 =1

0 0 1 ¢ 2

z1 Z9
zo+1 xzp+1

Donc, Z(Qos,v) = < ) De 'autre coté, 'hyperplan Hy est tel que
(1,0,0)B(z,y,2)Y =04 (1,0,00Q7 (=20, 21, 22)T =0 25 =0

Alors, nous obtenons les valeurs suivantes pour la formule de Iinversion par rapport a

Hi:a,f=0evy=1

i X1 5 X2
x1 ) (xo-i—l xo+1>
o (@) = o, (2, 2 ) = DB g,
Pour w = s9, nous obtenons,
0 0 V%

Qos, = zcos(%)sin(g) _sin (g) 2(W><;)_<p><>(5>_8
aet(5) () () ()

1
C1+e/k 8

T T s
CCOos (—) Ccos <—) + ccos (;>
—2a cos (E) sin (E> + bsin (E) — 2ccos (f) sin <K> + P g
sin
p
~TroTE Z\/; (—a + 2a cos? (%) ~ bcos (%) + ccos (g) + 2cos (%) cos (;))

De l'autre coté, I'hyperplan Hy est défini par :

I(Qos,(v)) =

(0,1,0)B(z,y,2)T =0 (0,1,0)QT (—zo,21,22) = 0 < sin (%) x1 — Cos (%) 29 =10
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Donc o = 0,3 = sin <F> ,Y = — COS (F>
p p

Tno, (T(Qu)) = — 277

=iy
En faisant les calculs, nous obtenons bien que Z(Qos, (v)) = Invy, (Z(Qv)).

Pour w = s3, nous obtenons pour Qog,

2cos (g VvV 2 cos (g) Ve V%

—2cos E) V) sin E) — 2cos <E> V) Q
q P T
1 — 2cos? (f) — COS (f — 2cos (E) cos (f) cos (E)
q P q T q

s T s
COS (—) Ccos (—) + Cos (—)
ou, VU = b 2 "~ Donc T(Qosy(v)) vaut

. ™
sin | —

—2a cos <E> O + bsin (E> — 2bcos <E> O+ 0
q D T

2a cos (g) V% + 2bcos (;) Vi —cv/k +1

a — 2a cos? (E) — bcos (f) — 2bcos (E> cos (f) + ccos (E)
q D q T q

2a cos (g) V% + 2bcos (g) Vi —co/k +1

+1

De autre cété, ’hyperplan Hj est défini par :

(0,0,1)B(z,y,2)T =0 < (0,0,1)Q7 (—zo, 21, 22) = 0 & /Kkzo+Vx; +cos <Z> zo =0

Donc o = v/%,0 =0,y = cos <g)

(B+iY)z +

Invpy(T(Qv)) = == =5~ iy

Aprés de longs calculs, nous obtenons le résultat prévu. Cela termine la démonstration.

|
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3.4 Nombre d’éléments par longueur

Dans le cas des groupes de Coxeter affines et finis, il existe des formules génératrices
de la longueur des mots. 1l serait intéressant d’en trouver pour le cas des groupes de

Coxeter hyperboliques.
Dans le cas ou (p,q,7) = (3,3,4), nous obtenons les données du tableau 3.1.

Nil'inverseur de Plouffe, ni "The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences" de (Sloane,

2009) n’a donné de résultat pour ces nombres.
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Tableau 3.1 Nombre d’éléments par longueur

Nb. d’élément de longueur {

Nb. d’élément de longueur <

0 1 1
1 3 4
2 6 10
3 10 20
4 15 35
5 92 57
6 31 88
7 44 132
8 62 104
9 87 281

10 122 403

11 171 574

12 240 814

13 336 1150

14 471 1621

15 660 2981

16 925 3206

17 1296 4502

18 1816 6318

19 2545 8863

20 3566 12429




CHAPITRE IV

CLASSIFICATION DES GROUPES DE COXETER
HYPERBOLIQUES

Dans ce chapitre, nous allons présenter la classification des groupes de Coxeter
hyperboliques irréductibles, basée sur celle de (Koszul, 1967) et de (Bourbaki, 1981).
Cette classification dépend de la classification des groupes de Coxeter finis et affines

exposées aux théorémes 1.1 et 1.2 ainsi qu’a la notion de compacité.

Au deuxiéme chapitre, nous avions prouvé qu’'un groupe de rang 3 est fini si B est définie
positive; affine, si B est dégénérée; et hyperbolique, si B est de signature (2,1). Pour
généraliser cette classification aux groupes de rang n, il faut ajouter certaines conditions.
Nous utiliserons le fait qu'un groupe de Coxeter de rang n est fini si et seulement si B

est définie positive et la définition d’'un groupe hyperbolique suivante :

Définition 4.1  Un groupe de Coxeter W de rang n est dit hyperbolique si B est de

signature (n — 1,1) et si B(z,z) < 0 pour tout z € C.

Nous supposons pour la suite que le groupe W est un-groupe hyperbolique de rang n,
ainsi B est non-dégénérée. Par la proposition 1.4, il est alors possible d’identifier V et V*.
Dans ce contexte, I3 peut étre considérée comme une forme bilinéaire sur V*; en posant
B(vi,vg) = B(A v, A7 5), ot A1 V — V* est I'isomorphisme décrit & la proposition

1.4. Pour alléger les notations, nous écrirons dorénavant w pour faire référence a o(w).

De plus, par le lemme 2.1, nous pouvons considérer W comme un sous-groupe discret
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du groupe orthogonal O(B), défini de la maniére suivante :

O(B) = {g € End(V")| B(g(z),9(y)) = B(z,y) ¥V z,y € V"}

Comme au chapitre précédent, nous notons Q = {z € V*| B(z,z) < 0}. Puisque W
est un groupe hyperbolique, B est de signature (n — 1,1); € a alors deux composantes
connexes. De plus, la chambre fondamentale C est connexe et incluse dans 2. Nous
notons (2, la composante connexe de 2 contenant C et {2_ I'autre composante connexe.

Nous allons montrer que 'action de W laisse 24 et £2_ invariants.

Nous avons Hs N Q4 # & ot Hy = {z € V*| B(z,\s) = 0}. En effet, H; est un mur
de C ¢ Q.. Rappelons que A; est I'élément de V* identifié & 1’élément e, de V', par la
proposition 1.4. Ainsi B(\s, As) = Bles,es) = 1 et As ¢ Q.

Il existe alors z € 2 tel que B(x,A;) = 0, et z est tel que os(z) = z. C-a-d. 05(Q) a
un point fixe. D’autre part, o(W) laisse BB et €2 invariants par la proposition 1.3, nous
avons donc soit 05(Q4) = Qu, soit 04(Q+) = Q5. Mais puisque os a un point fixe,

0s(24) = Qy, c’est-a-dire 'action de W laisse 2 invariant; il en est de méme pour Q_.

Le théoréme suivant est central dans la classification des groupes hyperboliques. En
effet, il nous garantit que nous pouvons nous baser sur la liste des groupes de Coxeter
irréductibles finis et affines pour trouver tous les groupes de Coxeter hyperboliques.

Théoréme 4.1 Un groupe de Cozeter irréductible est hyperbolique si et seulement si

(a) ¥V r €8, la matrice (— cos ( T )) est positive.
Mst/ /s, te S\ {r}

(b) B n’est ni dégénérée, ni définie positive.

Démonstration. (=) Comme W est un groupe de Coxeter hyperbolique, alors B est de

signature (n — 1,1), donc B est ni dégénérée, ni définie positive. (b) est prouvé.

Comme C C , nous avons B(z,z) < 0Vz e C ={z € V* <es,z>>0VseS}

Tout élément e de la base duale de {es} est tel que e € C, donc B(el,el) <0V s € S.

Posons Ls = {x € V*| B(e%, ) = 0}. Nous avons B(ek, M) =< ef, e, >= 0V ¢ # s.
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Ainsi, \y € Ly V't # s et \g ¢ Lg, donc Ly est un sous-espace de dimension n — 1.
Comme B(ef, A\;) = 0V t # s, L est orthogonal a e} ; d’autre part, B(ek, el) < 0 donc
B est négative sur ’espace engendré par e}. Et, puisque B est de signature (n—1,1), le
théoréme 2.1 implique que B est positive sur Lg. La matrice de la restriction de B sur

L est exactement celle décrite en (a), et elle est bien positive.

(<) Par (b), B n’est ni définie positive ni dégénérée, il existe donc z € V* tel que

B(xz,z) < 0. Posons z = Zasx\s et définissons
s€S

Ty = Z asAg, et x_ = Z Qg Ag

as>0 as<0

Puisque B(Xs, A\t) = Bles, e1) = — cos ( T

) < 0,Vs,t € .5,s # t, nous avons
Mst

B(zy,z_) =B (Z ashs, Y at)\t) = as Y aB(A,A) 20

as>0 ar<0 as>0 at <0
Ainsi, 0 > B(z,z) = Bley +z_,z4 +z_)

= B(ZE+,ZE+) + QB(I-H:E*) + B(I—PIE*)

= B(I-I-:I-I-) + B(I—ﬂx—)

Nous pouvons supposer que B(zy,z+) < 0. En effet, si ce n’est pas le cas nous interver-

tissons 4 et x_. Alors, zy —xz_ € QN ZR+)\S ; ou Ry désigne les réels strictement

ses
positifs.

Notons g, I'ensemble connexe de €1, tel que Q¢ N ZR+)\S # .
SES

Par (a) ,Vs € S,Vz € Ls, B(z,z) > 0 ainsi, Qo N L; = @,¥s € S.
De plus, puisque Vs,t € S,s # t,B(es, \¢) =0 alors Ay € Ly ¥Vt # s.

Donc, Ls est a la frontiére de ZR+)\,9 pour tout s € 5. Or, Qo NLs =@, Vs e S et
seS
est connexe , alors g C Z Ry As.
SES
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A partir de ce résultat, nous montrons que B est, de signature (n — 1,1).

Soient © € Q et y € y. Par contradiction, supposons qu’il existe un sous-espace de
dimension 2, disons Rz + Ry, sur lequel B est définie négative. Alors le sous-espace est
dans une des deux composantes connexes de Q. Comme y € €, (Rz + Ry) \ {0} C Q.

Cecl méne & une contradiction puisque ) C ZR+A5. Donc il n’existe pas de sous-

SES
espace de dimension 2 sur lequel B est définie négative. Par ceci et par (b), B est de

signature (n —1,1).
Il reste & montrer que Vz € C, B(z,z) < 0.

Comme B est de signature (n—1,1), B est positive sur L. e} est orthogonal & L, alors
B(ex,et) < 0. Cela implique que ¢ € QV s € S. Or, €} est & la frontiére de C, d’on

C C et finalement C C 9. 7

Le théoréme 4.1, est suffisant pour construire tous les groupes hyperboliques irréduc-
tibles, et ainsi établir la classification voulue. Par contre il est possible de raffiner cette
classification et de séparer tous les groupes hyperboliques en deux classes : les groupes

compacts et les groupes non-compacts.
La définition de groupe hyperbolique compact est la suivante :

Définition 4.2 Un groupe de Cozeter hyperbolique est dit compact si le groupe quotient

W\ O(B) est compact.

Remarquons que les groupes de Coxeter irréductibles finis et affines sont toujours com-
pacts, donc la notion de compacité pour ces groupes est inutile. Dans la littérature, un

groupe est dit compact seulement lorsqu’il est hyperbolique.

Parmi les groupes hyperboliques, certains seront tels que pour tout r € S, la matrice
deécrite au théoréme 4.1 (a) est définie positive. Cela signifie que le graphe d’un tel groupe
sera tel que si nous 6tons un sommet quelconque, alors nous obtenons le graphe d’un

groupe fini. Pour les autres, la matrice sera parfois dégénérée et il sera alors possible
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d’obtenir le graphe d'un groupe affine en 6tant un des sommets. Nous allons montrer

que cette distinction est équivalente & étre ou ne pas étre compact.

Nous allons auparavant exposer une série de lemmes qui ont pour but de montrer que

Qp =Int(U), ou U est le cone de Tits.

Définition 4.3 Nous définissons q, la projection canonique de V*\ {0} dans U’espace
projectif PV*.
qg:V*\ {0} - PV*

Lemme 4.1 O(B) agit proprement sur q(24).
Démonstration. Soit Hy = {y € V* | B(z,y) = 0}. Soit B, la forme bilinéaire B
restreinte a H,. Puisque B est de signature (n — 1,1), B, est définie positive Vo € Q.

En effet, pour z € Q4, nous avons que = ¢ H; car B(z,z) < 0. Alors B, est définie

positive. Le groupe orthogonal restreint a H, est

O(Bz) = {9 € End(V") | Bz(9(y), 9(2)) = Be(y, 2) Vy,2 € V7}

={gcO(B) | gly) € Hy Yy € Hy}

Le stabilisateur de z est défini par Stab, = {g € O(B) | gz = Rz}. Il est inclu dans
O(B,) car Vg € Stab, et y € H,. Nous avons

0= B(z,y) = B(gz, gy) = B(Rz, gy) = B(z, gy) =0
Et comme B, est définie positive, O(B,) et Stab, sont compacts.

Si O(B) n’agissait pas proprement sur ¢(£24 ), cela voudrait dire que Papplication suivante

ne serait pas propre

(g9,2) — (gz,z) pour g € O(B) et x € g(§24)

Ainsi, il existerait un sous-ensemble A = {(gz,z)| g € O(B),z € ¢(24)} compact tel

que sa pré-image {(g,z)| g € O(B),z € ¢(Q04)} ne serait pas compacte.



o6

Donc pour un g’ fixé et pour z tel que (¢'z, z) € A, il existe un nombre infini de g tel que
g’z = gz. Ainsi il existe un nombre infini de g tel que ¢'"'gz = z, ce qui est impossible

puisque Stab, est compact.

Donc O(B) agit proprement sur q(24).

Lemme 4.2 Q. est contenu dans le cone simplicial généré par {—As}ses

c.-0-d. stz = Zas)\s ey alorsay; <0Vses.

seS

Démonstration. Rappelons que {e}ses est la base duale de {e;}ses. Alors, ef € C. De
plus,
B(z,e5) =B (Z at)\t,e§> :'Z aB(As,€5) = o,
tesS teS
D’une part, = € Q4 et d’autre part, e € C C Q4. Alors, = et ef sont dans la fermeture

de la méme composante connexe et B(x, el) < 0.

En effet, supposons que 2 = (z1,...,2Zn) et ¥ = (y1, - .., yn) soient deux éléments de Q.
tel que B(z,y) > 0 alors,

Z Z
2'y2+_”+ n Yn

=—-142"-y >0
1 14

UCTBZJ =—T1y1 +Tay2+ -+ Ty = -1+

Ou - dénote le produit scalaire usuel. Comme B(z,z) < 0 et B(y,y) < 0, nous avons

que 7' = (xg, e zn) ety = (yz,..., Z/n> sont tels que |z| < 1 et || < 1. Puisque
1 z1 ! 0
x -y = |2'||y| cos(8), il est impossible d’avoir —1 + 2’ -y > 0.

Lemme 4.3 Soit f la forme linéaire sur V* telle que f(As) =1 Vs € S. Alors,

Jwg, € W t.q flwgz) > flwz) Vwe W

Démonstration. Soit @ : O —] — 00,0], la fonction définie par

Fy)?

2w = B(y,y)
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Puisque f est linéaire et B est bilinéaire, ® est homogéne. En effet,

fley) _ PfW)? _ g

2ey) = Bley,cy)  B(y,y)

(y) Ve e R\ {0}

Alors, il existe une fonction ¢ : ¢(Q4) —] — 00, 0] telle que & = ¢pogq.

v o
Rz
Nous allons montrer que ¢ est une fonction propre.

Puisque B est de signature (n — 1,1), il existe une transformation linéaire inversible

A R™* — R" telle que :

Tor=—y e+ tyionz=Ayz= Do s ety=

aoYo + -+ + Gn—1Yn—1)

2
. De plus,
“Y vt ot un

Donc, ®(z) = (

$€Q+©—y8+y%++yi_1<0

(y) = (a0 + a1y1/Y0+ + Gn—1yn-1/90)* _ (a0 +a121- - + an-12p-1)°
14 (y1/y0)* + -+ + (Yn—1/90)° —1+zi 4422,

ou By t={2=(21,...,m-1)| 22+ +22_; < 1} ~ PQ,.

La fonction ¢ est continue car, avec ces coordonnées, est s’écrit comme le quotient de deux
polynémes dont le dénominateur ne s’annule pas. Puisque ¢ est une fonction continue,
alors pour tout ensemble fermé K C]—00,0], ¢~ (K) est un ensemble fermé. Et, puisque
By~ est un ensemble borné, pour tout ensemble borné K ] — 00,0], ¢ (K) est un

ensemble borné. Donc, ¢ est une fonction propre.

Comme ¢ est propre, 'ensemble A = { £ € ¢(24) | ¢(€) > M} est compact pour tout
M €] — 0,0].
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Le lemme 4.1 prouve que O(B) agit proprement sur ¢(€2+) et nous avons déja vu que W
est discret dans O(B). Alors, il existe un nombre fini de w € W tel que wq(z) N L # &,
pour un ensemble compact L. Cela signifie que Wq(z) est discret. En particulier, le

sous-ensemble compact A N Wq(z) est fini.

11 existe donc un élément & = wyq(z) pour lequel ¢ soit maximal, c’est-a-dire qu’il existe

wz tel que ¢(wzq(z)) = ¢(wq(z)) Yw € W.
Les inégalités suivantes terminent la preuve.

D(wp) = P(wea(2)) > dwa(x)) = B(wz) Yo € W
Flwn)  flw)?

A4 %%
B(wyz, wyz) — Blwz, wz) we

=

= flwyz)? < f(wz)?, car Bly,y) <0Vy e,

= flw,z) > flwz) Vw € W, car f(y) <0Vye Qy

En effet, par le lemme 4.2,

fy) =1 (Z%&) = asf(A) =) s <0VyeQ,

SES sES SES

Lemme 4.4 WzNC #@, Vz € Q.

Démonstration. Soit f la forme linéaire sur V* décrite dans la preuve du lemme 4.3.

Pour z € Q. , posons w, € W un élément tel que f(w,z) > f(wz) Yw € W. Il existe un

tel élément par le lemme 4.3.

Nous allons montrer que wyz € C.

Posons wyx = g Ls€s.
SES

Si us > 0 Vs e S, alors nous avons ce que nous voulons, puisque, pour tout s € S, nous

avons

< WX, e >=< Zute:,es >= Z/,Lt <er,es >=ps >0
tes teS
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Pour tout s € S, de ’hypothése sur w, il découle I'inégalité suivante :

0> f(swzx) — fwex) = fswzz — wyx)
= f(wer — 2 < Wy, €5 > As — Wyk)
= f(=2 < wyz,es > Ag) = —=2f(1ushs)

= —2ps

Ainsi, ps > 0, Vs € 5, et wpzx € C. O

Lemme 4.5 Qg = int(U).

Démonstration.

Int(U) CU,C C Q4 et W, = Qy.; alors nous avons
Int(U) cU=WC Cc Wy =Qp = Int(U) C

Par le lemme 4.4, Wz N C # @ Vz € Q..
Done, {z} NWC # @ Vz € Q.
Finalement, Q, C WC = U.

Puisque Int(U) C Q4 C U et que 4 est un ensemble ouvert, alors Q4. = Int(U). O

Avec l'égalité entre Int(U) et Q. la prochaine proposition nous donne deux critéres

équivalents pour qu'un groupe hyperbolique soit compact.

Proposition 4.1 Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) L’espace quotient W \ q(int(U)) est compact

(b) pour tout X C S, Wx est fini, ot Wx est le sous-groupe engendré par X
(c) C C Int(U)
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Le théoréme 4.2 prouve ce que nous avions énoncer précédemment.

Théoréme 4.2 Un groupe de Coxeter hyperbolique est compact si et seulement si les

deuz conditions sutvantes sont vraies

(a) VT eSs, (— cos ( " )) est définie positive
ms’t S,tES\{'f‘}

(b) B est non dégénérée et non positive.

Démonstration. Par définition, W est compact si et seulement si W\ O(B) est compact.
Par le lemme 4.1 et le lemme 4.5, O(B) agit proprement sur g(Int(U)), ainsi W est
compact si et seulement si W \ q(Int(U)) l'est. En effet, en considérant I’action propre
et continue Wq — Wyq avec ¢ € g(Int(U))etg € O(B), nous avons que 'ensemble
{Wq | qe q(Int(U))} est compact si et seulement si {Wgq | g € ¢(Int(U)),g € O(B)}

est.
(=) Puisque W est compact, W \ ¢(Int(U)) lest aussi. Par la proposition 4.1,
VX C S, Wx est fini, done Vr € S, Be, est définie positive. Donc, (a) est vrai.

Et puisque W est un groupe de Coxeter hyperbolique, B est de signature (n —1,1), (b)

est prouvé.

(<) (o) implique le (a) du théoréme 4.1 et(b) implique le (b) du théoréme 4.1. Donc,

par le théoréme 4.1, W est un groupe hyperbolique.
Supposons que C ¢ 2., alors il existe e} tel que B(eZ, el) = 0.

Considérons Hy, = {z € V* | B(z, ;) = 0}. Alors, ef € H), et B, est définie positive
par (a). Or, B), (e}, ei) = 0; ce qui contredit le fait que By, soit positive. donc C C Qy,

et par la proposition 4.1, W\ O(B) est compact.

Donc, W est compact.

Le lemme 4.6 sera utilisé dans la preuve de la classification des groupes hyperboliques.
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Lemme 4.6 Si une matrice de Cozeter B = (Mg +)stes est irréductible et positive alors

Vreld, (ms,t)s,t e S\ {r} est définie positive

Démonstration. Soit N ={x € V | B(z,v) =0V v € V}. Cet ensemble peut aussi étre
décrit par N = {z € V| B(z, z) = 0}. En effet, si B(z,v) = 0 Vv € V alors, en particulier
B(x,z) = 0. D’autre part, puisque B est positive, par le théoréme 2.1, B peut étre écrite

de la forme suivante

I. 0
B=PT P
0 On—r
si B(z,z) = 0, nous obtenons
I, 0

2’ Bx=0= 27 1":032122:0
0 On—r j=1

en posant ' = Px. Nous obtenons donc que les 7 premiéres entrées de 2’ sont nulles, et

ainsi 2T Bu=0VYv € V.

Soit z € NN{y € V| < e,y >= 0}, posons = = Zases
SET

Comme B(es, e;:) <0 Vs, t € S, s # t, nous avons

0=Bz,z) = ZazB(es,es) + Z as Z aBles, er) > ZazB(es,es) + Z las| Z las| Bles, er)

sFr s#r t#£r,s s#T s#r t#£r,s

=B Z|a8|637z lasles | >0
s#ET SET
La derniére inégalité venant du fait que B est positive.
Notons |z| = Z las|es, alors [z] € NN{y eV | < el y>=0}
SHET
Soit T'={t € S\ {r}| a; # 0}. Vs € S\ T, nous avons B(|z|,es) = Z lat|Blet,es) =0,

t#£r
car |z| € N. Donc, B(et,es) =0VtecT,sc S\T.

S et T sont orthogonaux, or W est irréductible, nous avons alors soit 7' = &, soit T' = S.
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Comme z € {y € V| < ef,y >= 0} nous avons a, = 0. Ainsi, r € S\ T, donc T = &.
De cela, nous obtenons que |z[ = 0 = z = 0. Dol (msz)g 4 ¢ S\ {r) est définie

positive. I

Le lemme 4.6 n’est vrai que lorsque W est irréductible. Pour l'illustrer, nous pouvons
considérer le groupe affine (p, ¢,7) = (2,2, 00). W est le groupe A X [, et nous obtenons

le groupe affine I, en dtant $;.

S1 S2 S3
Figure 4.1 Graphe de W avec (p,q,7) = (2,2, 00)

Les deux théorémes suivants établissent la classification des groupes hyperboliques com-

pacts et non-compacts.

Théoréme 4.3 Voici la liste de tous les groupes de Cozeter hyperboliques irréductibles

compacts.
Rang 3
S1
4 q
4 q
@ ® J
$2 T 83
S1 So S3
pour p = 3,6 < ¢ <00 p+qg+r>9
U3 <p<x,4<qg<oo 3<pqr <
Rang 4
5 4 5
[ L L @ L L L 4 9

51 So S3 S4q 51 So S3 S4



63

) ) S3

[ @

S1 $4 S2 Sq
4
S So S S9 S1 So
7 S3 S84 S3 Sy S3
4
S1 So S S92
S4 83 Sq 83
4 )
Rang 5
) 4 )

® ® o— e O C o— @ @ @

1 S2 S3 S4 S5 S S92 S3 S4 S5
) ) ) Sg

@ @ — @ L] @ ——

$1 52 S3 S4 S5 S1 82 53 S4
S1
S5 52
Sq S3
4

Il n’existe pas de notation standard pour ces groupes comme c’est le cas des groupes
de Coxeter affines et finis. Nous notons les groupes compact de rang z : Cz.1,Cx.2, etc.
dans 'ordre de lecture ou ils apparaissent dans la liste ; les groupes non-compacts seront

notés de facon similaire NCz.1,NCz.2, etc.
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Démonstration. Nous nous servirons de la bijection entre les groupes et les graphes de
Coxeter pour construire, rang par rang, la liste de tous les groupes de Coxeter hyperbo-

liques compacts.
Rang 1 et 2

En consultant la liste de tous les graphes de groupes de Coxeter finis et affines, nous
observons que toutes les possibilités de graphes de rang 1 et 2 sont présentent. Les

groupes de Coxeter hyperboliques ont nécessairement un rang supérieur & 2.
Rang 3

Pour le rang 3, nous avons déja fait le travail au chapitre 2. Nous avons prouvé que si
p < g <r sont les étiquettes des arétes du graphe, alors le groupe est hyperbolique si et
seulement si p, g, r sont tels que ; + ! + - < 1. De cette condition, nous obtenons que
osip=2etg=3, alorsr >6 !

osip=2etqg>3 alorsr >4

osip>2 alorsp+qg+r>9

Sir = oo, alors p, g > 2 et nous avons un cycle. Cela signifie que si nous dtons le sommet
opposée & 'aréte , nous obtenons le graphe de I, qui est un groupe affine. Ce groupe
de Coxeter hyperbolique est donc non-compact. Pour I’exclure de la liste des groupes

compacts, nous devons ajouter la condition p, g, 7 < oo.

Nous avons obtenu ce que nous voulions pour les groupes compacts de rang 3. Pour
les rangs suivants, nous nous servons du théoréme 4.2. Il indique que chaque groupe de
Coxeter (W, S) hyperbolique compact irréductible est tel que pour tout s € S, le graphe
de (W, S\ {s}) est celui d’un groupe fini, irréductible ou non, dans ce dernier cas son

graphe posséde deux composantes connexes puisque (W, S) est irréductible.

Pour construire la liste de tous les graphes de Coxeter de groupes irréductibles compacts,
il faut d’abord considérer toutes les fagons d’ajouter un sommet & chacun des graphes
des groupes de Coxeter irréductibles finis, puis toutes les fagons de I'ajouter & chaque

paire de graphes de groupes finis. Ensuite, il faudra vérifier que le graphe obtenu est
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bien celui d’un groupe de Coxeter hyperbolique.

Toutes ces vérifications a faire sont fastidieuses. Les remarques suivantes permettrons

de diminuer le nombre de cas & considérer.
Remarque 1

Relier deuzx groupes de Cozeter irréductibles finis ne donnera pas de nouvelle solution.
Cela vient du fait que les graphes de Coxeter finis sont des arbres. Un graphe simple est
un arbre dés qu’il posséde deux des trois caractéristiques suivantes (il posséde alors la
troisiéme) :

— connexe,

— sans cycle,

— n — 1 arétes, n étant le nombre de sommets.

En réunissant deux arbres par un sommet et deux arétes, nous obtenons encore un arbre,
disons T', puisque le graphe est connexe et posséde encore n — 1 arétes. En 6tant une
des feuilles de I', nous obtenons un groupe de Coxeter fini irréductible, si I' était bel est
bien un groupe de Coxeter hyperbolique. Dans ce cas 14, I' aurait pu étre obtenu d’un

seul groupe de Coxeter fini additionné d’un sommet.

Sl y a plus de deux arétes ajoutées lors de 'union de deux arbres, le graphe obtenu
n’est pas un arbre, puisqu’il a plus de n — 1 arétes. Il contient nécessairement un cycle.
Si le graphe posséde une feuille, en I’6tant nous obtenons un groupe de Coxeter fini
irréductible. S’il ne posséde pas de feuille, c’est un cycle et en 6tant un sommet nous

obtenons une chaine, ¢.-a-d. un graphe connexe.
Remarque 2

Supposons qu’un groupe de Coxeter hyperbolique contient un sous-graphe propre étant
le graphe d’un groupe de Coxeter hyperbolique. Alors, il est possible d’obtenir le graphe
en question en enlevant certains sommets, de telle sorte qu'aprés chaque sommet 6té, le

graphe reste connexe.
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Le groupe de Coxeter est hyperbolique compact et en 6tant un sommet, nous obtenons
le graphe de groupe de Coxeter fini, irréductible. En 6tant un autre sommet, par le
lemme 4.6, nous obtenons un groupe de Coxeter fini. A chaque étape, nous appliquons
le lemme 4.6 et obtenons un groupe de Coxeter fini. Mais cela est en contradiction avec
I'hypothése de départ puisque nous avions supposé que le graphe résultant serait le

graphe d’'un groupe hyperbolique.

Il est donc impossible que le graphe d’un groupe de Coxeter hyperbolique contienne un

sous-graphe propre étant le graphe d’un groupe de Cozeter hyperbolique.

Par le méme raisonnement, nous pouvons déduire qu’ un groupe hyperbolique compact

ne peut pas contenir un sous-graphe propre qui est le graphe d’un groupe affine.

Ainsi, pour les groupes compacts de rang supérieur & 3, aucune aréte ne sera étiquetée 6
ou plus, car Z;\_:Q est affine. Deux étiquettes p, ¢ d’arétes adjacentes ne peuvent prendre des
valeurs telles que p > 3 et p > 4 car deux arétes adjacentes avec telles valeurs d’étiquettes
constitue le graphe d’un groupe de Coxeter hyperbolique de rang 3. De la méme fagon, si
une aréte est étiquetée 4 ou 5, la ou les arétes adjacentes seront nécessairement étiquetées

3.
Remarque 3

Lorsque nous ajoutons un sommet & un groupe de Coxeter fint irréductible, nous avons
soit une, soit deuz arétes supplémentaires; deux si le graphe contient un cycle, une
sinon. 1l est impossible d’obtenir un groupe de Coxeter hyperbolique compact si trois
arétes sont ajoutées. En effet, aucun groupe de Coxeter fini ne contient de cycle et nous

obtenons un cycle en ajoutant deux arétes, par la remarque 1.
Dans la liste des groupes finis seuls A3, BC5 et Hy sont de rang 3.

En partant du graphe de As, il y a trois fagons de rajouter un sommet de maniére a

respecter les remarques précédentes.
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S3 q9
51 S2 Sq 83
p
$1 S2 S3 D S4 p
e ? 2 Sq 1 52

Pour le premier cas,

¢ sl p = 3, nous obtenons Ay
¢ s1 p =4, nous obtenons BCy
¢ si p =5, nous obtenons Hy

Il n’y a pas de groupe hyperbolique de cette forme.

Pour le deuxiéme cas,

¢ si p =3, nous obtenons Dy

¢ si p =4, nous obtenons EJ,

¢ si p =5, nous obtenons le \graphe hyperbolique compact C4.4

Pour le troisiéme cas,

o sip=3,
- si ¢ = 3, nous obtenons 2(3
- si ¢ =4 ou g = 5, nous obtenons les groupes compacts C4.5 et C4.6

¢ st p =4 ou p =5, alors nécessairement ¢ = 3, et nous obtenons la méme chose que
précédemment.

En partant de BCj3, nous obtenons :

S1 4 S2 83 ) S4 S S92 4 33 P S84
o @ @ @ @ @ O -2
83 q
S1 §2 84 83
D 4
4 } I
P ™ Sq $1 S2

Pour le premier graphe,

¢ si p =3, nous obtenons BCy
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¢ si p =4, nous obtenons 673
o si p =5, nous obtenons le groupe compact C4.2
Pour le deuxiéme et le troisiéme graphes, p vaut nécessairement 3, et nous obtenons £y

et E;,

Pour le quatriéme, ¢ est égal & 3, et nous avons les cas suivants pour p :
¢ si p = 3, nous obtenons ;1;
o sip=4, ou p=>5, nous obtenons les groupes compacts C4.7 et C4.8

En partant de Hs, nous obtenons quatre graphes possibles :

S1 5 52 53 g 4 31 S2.5 93 p 4
® @ -& @ @ @ i 2
S3 q
S1 So S4 S3
P 5
S
A S4q S S2

Pour le premier graphe,

o si p = 3, nous obtenons Hy

o si p =4, nous obtenons le graphe C4.2 déja obtenu

o si p = 5, nous obtenons le groupe compact C4.3

Pour le deuxiéme et le troisiéme graphes, p vaut nécessairement 3, et nous obtenons

deux groupes compacts dont un déja obtenu. (C4.1 et C4.4)

Pour le quatriéme graphe, q est égal & 3, et nous avons les cas suivants pour p :
© sl p=3 ou p =4, nous obtenons les graphes C4.4 et C4.5 déja obtenus
o si p = 5, nous obtenons le groupe compact C4.9

Nous avons obtenus tous les groupes compacts de rang 4.

Les groupes finis de rang 4 sont Ay, BCy, Dy, Fy et Hy.
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En partant de A4, nous obtenons

84
S1 Sa 53
| 0
S1 S92 83 Sq S5 P
- o —0 -5 /4 $ \035
S1
p
S 52
q
Sq §3

Dans le premier cas,
o si p = 3, nous obtenons As
¢ si p =4, nous obtenons BCj
o sl p = 5, nous obtenons le groupe compact C5.1
Dans le deuxiéme cas,
¢ si p = 3, nous obtenons Ds
¢ si p =4, nous obtenons Ef; en Otant sy, le groupe est non-compact, c’est NC5.3
o si.p =5, nous obtenons C4.4 en 6tant s;
Dans le troisiéme cas,
o sip=3,
- si ¢ = 3, nous obtenons 24\:1
- si ¢ = 4, nous obtenons C5.5
- si ¢ =5, nous obtenons C4.1 en 6tant 59
o sip=4oup=>5, alors ¢ = 3 et nous obtenons la méme chose que précédemment

En partant de BCy, nous obtenons les cinq graphes possibles suivants :




S1 S2 534 S4 p s S1 4 52 33 sS4 5 S5
o— 4 —9 - @ ® . o— 2
4 S4 S4
51 52 53 S1 4 S2 S3
o— @ o—
P s P s
51
p
85 82
q
S S
4 1 3

Dans le premier cas, p = 3 et nous obtenons E.

Dans le deuxiéme cas,

¢ si p =3, nous obtenons BCjs
¢ si p = 4, nous obtenons ’GI
¢ si p = 5, nous obtenons C5.2

Dans le troisiéme cas, p = 3 et nous obtenons encore NC5.3.

Dans le quatriéme cas,

¢ sl p = 3, nous obtenons B:

¢ sl p =4, nous obtenons le groupe non-compact NC5.2 car nous avons a;, en 6tant sy
o si p =5, nous obtenons C4.2 en dtant sy

Dans le cinquiéme cas, g = 3.

¢ si p = 3, nous obtenons une fois de plus C5.5

¢ si p =4, nous obtenons EJ\; en Otant so, c’est NC5.9

o si p =5, nous obtenons C4.2 en &tant so

En partant de Dy, nous avons :



33
S
4 S9
81 D 52 83 S1 S4
& o—
14
S5 S5

Dans le premier cas,

¢ si p = 3, nous obtenons Ds

¢ si p = 4, nous obtenons. ]§:1

¢ si p = 5, nous obtenons C5.4

Dans le second cas,

¢ si p = 3, nous obtenons 5:1

¢ si p =4, nous obtenons ]§; en Otant s, c’est NCS5.7
o si p =5, nous obtenons C4.4 en dtant s;

En partant de £y, nous avons

Dans le premier cas,
¢ si p = 3, nous obtenons ﬁ’;
¢ si p = 4, nous obtenons é’vg, en Otant s1, c’est NC5.1

¢ si p = 5, nous obtenons C4.4 en 6tant $;

Dans le deuxiéme cas, alors p = 3, et nous obtenons E; en Otant si, c’est NC5.4.

En partant de H4, nous obtenons les graphes suivants :

Sy Ss
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S1 32 S35 4 31 S2 S35 4
® —® ® @ @ ®
p P
S5 S5
S1
P
Sy 82
q
S4 83
5

Dans le premier cas, p = 3 et nous obtenons C4.1 en 6tant s;.

Dans le deuxiéme cas,

¢ si p = 3, nous obtenons encore C5.1

o si p =4, nous obtenons encore C5.2

o si p =5, nous obtenons C5.3

Nous avons obtenu toute la liste des groupes compacts. Il reste & montrer qu’elle est

exhaustive.

Dans le troisiéme cas,

o si p = 3, nous obtenons encore C5.4

¢ sl p =4, nous obtenons C4.2 en 6tant $;
¢ si p =5, nous obtenons C4.3 en 6tant s;

Dans le quatriéme cas, p = 3 et nous obtenons C4.4 en 6tant s;.

Dans le cinquiéme cas, ¢ = 3.

¢ si p = 3, nous obtenons C4.1 en 6tant s,

¢ si p =4, nous obtenons C4.2 en dtant s9

¢ sl p =5, nous obtenons C4.3 en étant so

Nous n’obtenons pas de nouvelles solutions. En ajoutant un sommet & chacun des graphes

finis de rang supérieur & 4, nous obtenons toujours autre chose qu'un groupe de Coxeter



hyperbolique compact.

Il n’existe pas de groupe de Coxeter hyperbolique compact pour les rangs supérieurs a
5. En faisant les cas possibles comme précédemment, nous obtenons soient un groupe de

Coxeter fini, soit un groupe de Coxeter affine, soit un groupe de Coxeter hyperbolique

non-compact.

Théoréme 4.4 Voici la liste de tous les groupes de Cozeter hyperboliques irréductibles

non compacts.

Rang 3

p oo p
o— —0
S S92 83 8o

3<p< > 3<p,g< o0

4 4
o—=0C ° —o
$1 52 53 S4
4 6
o— L @ 9
S1 So S3 Sq
6 6
o— o— L ®
51 S92 S3 S4
6
——=o o -®

S1 52 53 S4

52

S4

52

S4

52

S1

S4



74

4 4 4
$1 $2 $1 $2 $1 S2 S1
4 4 4 4 4
S84 83 S4 83 S4 83 S84
4
4 )
81 I:I 82 81 D 82 81 ) 81
S4 S3 Sq $3 S4 S3 Sa
6 6 6
Rang 5
4 4 4 4 Sy
@ o— L —@ ® ® o—
81 S2 S3 S84 S5 S1 82 S3 S4
4 S5 4 S5
@ o— @ @
S So S3 S4 51 S2 S3 Syq
S5 Ss
S4 S4
51 Sg 8 82
“83 §3
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S1
S3
4
82
81 S4 51 82 s $2
4 4
Ss 84 S3 Sy 83
Rang 6
4 4
@ ® & *— @ O C O —0 —0—0 O
S1 S2 S3 S4 Ss S6 31 So S3 S4 S5 56
4 4 4 Se
o *——o *——eo ® —o—o
§1 52 §3 S4 Ss S6 S1 S2 S3 S4 Sg
S1
83 S3
82 So 4
S5 52 Cc— —0 =0 C ® Py
% 81 s Sg 81 S5 Sg
Sq 83 S4 S4
S6 S6
4 4 4
° o— *———o o ——o ————o
S1 Sa 53 S4 Ss S1 S2 83 S4 Ss
. . 83
S1 4 2 51 4 82 Sa
S2
S6 S3 Se S3 s
Ss
85 84 $5 4 sy S6
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Rang 7

S7 S7
C o @ o @ [ — o— @ —
S1 S S3 S4 83 S6 S1 S2 S3 S4 S5 S6
53 Sq
Se S7
S1 S2
S5
@ @ ®
S1 So 83 S4 S5 87 Se
Rang 8
S7
S8
S8 Se
S1 S2 S
4 5
C o @ & L O
S
51 So 83 S4 > S6 s7 EEEA
S8
S7
—O L @
S8 S7
S3 Sy S5 S6
82
® L 4 C O
81 So S3 S4 S5 Se S1
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Rang 9
S9
4
[ —— L 4 L —— @ —0
S1 So S3 S4 Ss Se 87 S8
89
G O= o— @ — @ ®
S1 3o S3 S4 S S6 S7 S8
Sq
S
3 5
Sg S8 So
6
S1
® o o— — o S9 57
51 89 S3 84 S5 Se S7 Sg
Rang 10
S10

C O= C— @ O— C O— O
S1 S9 S3 Sy S5 S S7 38 Sg

Té‘lo

l 4
[ - —e— * *— o o—0
S So S3 Sq Sg Se S7 S8 Sg

®s S9
@ C= O —0— @ —— o
S1 82 S3 84 S5 Se St S8

Démonstration. La preuve de ce théoréme est semblable a celle du théoréme précé-

dent. Pour construire la liste de tous les groupes de Coxeter hyperboliques irréductibles

non compacts, nous appliquons cette fois le théoréme 4.1. Il faudra alors considérer les
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graphes des groupes de Coxeter affines en plus de ceux des groupes de Coxeter finis.

La remarque 1 tient toujours : relier deux groupes de Cozeter irréductibles finis ne don-
nera pas de nouvelle solution. Les graphes des groupes de Coxeter affines sont presque
tous des arbres, la seule exception est le cycle de Z; L’union d’un cycle et d’un arbre
ne pose pas de probléme, il existe une feuille telle que le graphe écimé de cette feuille

reste connexe.

La remarque 2 devient : le graphe d’un groupe de Cozeter hyperbolique ne peut contenir

de sous-graphe propre qui est le graphe d’un groupe de Cozeter hyperbolique.

Pour les groupes non-compacts de rang supérieur & 3, aucune aréte ne sera étiquetée 7 ou
plus; et, si une aréte est, étiquetée 5 ou 6, la ou les arétes adjacentes seront nécessairement

étiquetées 3.

Lorsque nous ajoutons un sommet 6 un groupe de Cozeter fini irréductible, nous avons

soit une, soit deur, soit trois arétes supplémentaires. O



CONCLUSION

Le but principal du mémoire était de comprendre la représentation et la classification

des groupes de Coxeter hyperboliques.

Pour atteindre cet objectif, nous avons développé les notions de domaine fondamental,
de cone de Tits et de forme bilinéaire, puisqu’elles étaient essentielles & la représentation
des groupes de Coxeter. Dans le cas de la représentation des groupes hyperboliques de
rang 3, nous avons exposé les détails permettant de passer de la représentation avec
les réflexions de R? & celle des inversions dans le disque de Poincarré. La classification
des groupes hyperboliques fit plutét basée sur la compacité et sur la classifications des

groupes finis et affines.

Nous avions comme objectif d’illustrer le plus de notions possibles et particuliérement
de représenter un groupe de Coxeter hyperbolique grace au langage informatique Sage.
Nous avons choisi de tenter ’expérience avec le groupe de Coxeter ou (p, g,r) = (3,3,4).
Nous avons réussi a créer l'illusion d’un disque de Poincaré. En fait, nous nous sommes
arrétés aux mots de longueur 20. 11 serait intéressant de pouvoir refaire ces calculs pour

d’autres groupes de Coxeter hyperboliques.

Une question s’est posée en cours de route. Celle de savoir s’il existe une série génératrice
pour la longueur des mots dans les groupes de Coxeter hyperboliques, comme c¢’est le cas
pour les groupes finis et affines. Sans avoir obtenu de réponse, nous savons simplement
que linverseur de Plouffe n’a rien donné pour le cas du groupe (3, 3,4) que nous avons

représenté. Il serait intéressant de se pencher sur la question.
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