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RESUME

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a des algorithmes de sélection de modeéles
dans un contexte de régression linéaire et logistique. Nous expliquons premisrement
les notions de régression linéaire et logistique et deux criteres de sélection, AIC et
BIC. Ensuite, nous faisons une revue des aspects théoriques des algorithmes les plus
connus en détaillant deux d’entre eux, Leaps and Bounds et Occam’s Window. Pour
ces cleux derniers, nous présentons aussi les détails pratiques des logiciels gui font leur
implantation.

La partie finale est consacrée i Pétude des trois méthodes de sélection des modeles
basées sur les algorithimes Leaps and Bounds, Occam’s Window et sur une combinaison
entre les deux, en utilisant la technique du moyvenuage <le modéles. Nous présentons les
performances de prédiction calculées & Uaide de la technique de validation croisée et les
ternps d'exécution de ces trois méthodes pour plusieurs jeux de données.

Mots clés : sélection de modeéles, moyennage de modeles, régression linéaire, régression
logistique, AIC, BIC, algorithme Leaps and Bounds, algorithme Occam’s Window, va-
lidation croisée.






INTRODUCTTION

Etant donné un ensemble d’observations sur plusieurs variables. la sélection de madéles
cousiste & choisir, parmi Vensemble des modeles possibles, un ou plusieurs modeles
statistiques qui décrivent le mieux les observations. Dépendamiment du type de modéles
et du nombre de variables, Ia sélection peut étre longue et difficile. Pour automatiser
cette tache, plusieurs algorithmes ont été développés. Meme st leur utilisation sans le
conseil d’experts dans le domaine d’intérét n’est pas recommandée, ces algorithies sont

de plus en plus employés.

Dans ce mémoire, nous présentons les algorithmes les plus importants en détaillant
deux d'entre eux, “Leaps and Bounds” et “Occam’s Window”, et évalnons leurs perfor-
mances de prédiction. Les deux premieres sections du Chapitre 1 expliquent les notions
de régression linéaire et logistique. A la Section 1.3, nous introduisons denx critéres de
sélection bien connus, AIC et BIC. A la fin de ce chapitre, la Section 1.4 présente trois
algorithmes que nous appelons approximatify, car ils n'explorent pas de facon exhaustive

Pensemble des modeéles possibles.

Le Chapitre II décrit Palgorithme “Leaps and Bounds™. Cet algorithme considére que
Vensemble des modeles est organisé dans une structure logique d’arbre. Pour mieux
comprendre son fonctionnement, nous décrivons anssi les notions d'arbre, arbre inverse

et arbre pairé et la facon de parcourir Parbre pairé.

Au Chapitre 111, nous introduisons Valgorithiae “Gecam’s Window”. La Section 3.1
explique la méthodologie de sélection des modeles. Par la suite, la Section 1.4 fait Uin-
troduction du contexte bayésien ef de la technigue de moyennage de modeles bayésien.
Le reste du chapitre explique les détails de cet algorithime, son efficacité et ses difficultés

d’implantation.



Le Chapitre IV fait une présentation des logiciels que nous utilisons dang ce mémoire
pour la sélection des modeles. Il Sagit de la liste des fonctions contribuées pour Palgo-
rithme “Occam’s Window” écrites dans le langage C et aussi de la liste des fonctions
dans le paguetage BMA du langage R. Nous considérons qu’il est iraportant de com-
prendre le fonctionnemert de ves lonctions et de leurs parameires avant de commencer

Pétude comparative du Chapitre V.

Le Chapitre V présente les résultats obtenus en utilisant trois méthodes de sélection de
modeles. La premiere méthode utilise Palgorithme “Leaps and Bounds” seulement, la
deuxiéme est une combinaison entre “Leaps and Bounds” et “Occarn’s Window” et la
troisiente emploie senlement Ualgorithme “Occam’s Window”. La Section 5.1 décrit Ja
technigne de validation croisée utilisée pour évaluer les performances des trois méthodes.
Les sections 5.2 et 5.3 présentent respectivernent les résultats obtenus pour la régression
linéaire et logistique, pour un jeu réel et un jeu généré dans chaque cas. La Section 5.4

concerne la discussion de ces résultats.



CHAPITRE I

ALGORITHMES ET METHODES UTILISES POUR LA SELECTION DE
MODELES

La sélection de modéles est un probléme trés actuel dans le domaine statistique. [l y a
beauncoup de docnmerntation sur ce sujet et plusieurs approches ont été développées en

fonction du but envisagé.

Nous cherchons a modéliser une variable d’intérét Y, appelée variable réponse, en fone-
tion d’autres variables X = (X, ..., X,), p > | entier, appelées covariables. Ditférents
modeles peuvent étre considérés et ce choix dépendra entre autres de la relation, linéaire

ou non, entre Y et X,

En pratique, nous avons un échantillon aléatoire de taille n de la population, n > p,

comprenant les valeurs Y; et (Xi, Xz, ..., Xip), 2 = 1,2,...,2. En nous basaut sur

) F R

Péchanttllon, il ¥ a plusieurs méthodes pour estimier les pararétres du modéle considéré.

Deux méthodes trég connues sont la méthode des moindres carrds et la méthode du
maximum de vraisemblance. La premiére estime les parametres du modéle en minimisant
la somme des carrés des résidus, ces derniers représentant les différences entre les valeurs
de la variable Y de Péchantition et les valeurs caleulées & Vaide du modele. La denxieme
méthode est basée sur la distribution des données p(Y|¢, X), considérée comme une
fonction des parametres 0, est appelée fonclion de vraisemblance, L(@). L'estimation de
8 est obtenue en maximisant la vraisemblance, ¢est-a-clire, 8 = maxg{ L{BY}, o0 8 peut

élre un veeteur de parametres.



Dans le contexte de la sélection de modeles, il est pertinent de distinguer deux objectifs,
Premierement, nous pouvons étre intéressés a prédire la variable ¥ 4 Paide de variables
X obtenues ou mesurées ultérienrement. Les covariables considérées sont souvent plus
facilemernt mesurables que la variable réponse. Deux modeles tres différents peuvent
étre égalernent acceptables lorsque la capacité de prédiction est ce qui nous intéresse.
Si nous devons choisir entre deux modeéles, le choix pent se baser sur des critéres de
simplicité, ou sur la facilité d mesurer les variables importantes, Une denxiéme situation
consiste a déterminer leffet d'une ou plusieurs variables sur la variable réponse, en
conditionnant (ajustant) possiblement pour des variables de nuisance dont Veffet w'est

pas principalement d’intérét.

Dans ce gui suit, nous supposons u'il est possible dincture ou d'exchire du modeéle
toutes les variables considérées, ce qui n'est pas toujours le cas en pratique. Méme si
nous sommes tentés d’utiliser le modele complet, avec toutes les variables disponibles, ce
modéle n’est pas nécessairement optimal au point de vie de la capacité de prédiction. En
effet, il est bien connu que la variance des valeurs prédites augmente avec la dimension
du modele. Ce phénomene est & la base du compromis entre le biais et la variance
que nous devons effectuer lors du choix d’un modele. En général, nous cherchons un
sons-modele avec nn petit nombre de variables, qui donne une bonme prédiction et qui
explique bien les données. Comnne nous le verrons, plusieurs critéres statistiques ont été

introaduits pour nous aider dans cette tache.

1.1 Régression linéaire multiple

Le modeéle de régression linéaire multiple est utilisé lorsqu’il ¥y a une relation linéaire
entre la variable réponse et les covariables. Pour la population entiere, un tel modele

L1 1 te AP o N
oo UeCTIL pdal L equation suivaille :

ElY

\r] == !(, + 3 /-\r‘- . f x\r':‘_ +...+ _‘-)7“.}(.,..

ol les coefficients 3,1 = 0,1,.. ., p sont appelés les parameétres du modele.



Nous avons un échantillon aléatoire de taille n de la population, n > p, comprenant les

valeurs Y; et (1, Xy, X, ..., X))o e = 1,2, .. n. Sinous notons le vecteur réponse par

Y €]
Yy €2
Y = . , le vectenr des erreurs par ¢ = . et le vecteur des parametres par
Y’TZ Ve
Bo
By . ‘ . .
8= , alors nous pouvons écrire le modeéle sous mme forme matricielle :

Y =X3+¢,

1 Xy oo X
. 1 Xgl )\rgp
ou X = i : .

est la matrice des données.
1 Xt o0 X
La méthode la plus utilisée pour estimer les parametres 5 du modeéle est la méthode des

moindres carrés dont la solution minimise la somme des carrés des résidus (RS'S). En

méthode des moindres ¢arrés nous donne un estimateur non biaisé pour le vectenr des

parametres J
B=(X'X)XY.

Cet estituateur est anssi celui obtenu par maxinisation de la vraisemblance en présumant

les erreurs normalement distribuées.

Une {ois que lestimation /3 est obtenue, nous pouvons prédire Ia valewr de la va-
riable réponse en caleudant § = =8 powr n'importe quel ensemble de données x =
(T1, &2y rp) provenant de la méme population. [::‘v'iél(?rllilif'!zlf,, NOUS Pouvolls aussi
calculer les valenrs prédites ponr chaque y;, notées par 4;, 1 = 1,2,...,n. Nous suppo-
sons que les erreurs €; ue sont pas observables, Toutefols, nous pouvons les estimer en

utilisant la différence suivante ¢; = y; — %, appelée résidu.



1.2 Régression logistique multiple

Dans le cas de la régression logistique multiple, nous voulons modéliser le résultat d’un
événement, représenté par une variable binaire Y = 0,1, en fonction d’une collection de
covariables (lesquelles peuvent étre continnes ou catégoriqies) notée par le vecteur X' =
(X1, Xo,...,X,). Désignons la probabilité conditionnelle de Ia réalisation de Pévénement
par (X)) = P(Y = 1|X}. Le modele de régression logistique multiple (1. W. Hosmer

et S. Lemeshow, 2000) est alors donné par :
(1.1
ol g(X) = ‘,.‘/))() + ,45']_X1 + ...+ ,6po.

En appliquant & ce modéle la transtormation logit, nous voyons que nous retrouvons
une fonetion linéaire des covariables :

w(X) .
n|———=\|=6+6X1+...+ 53X,
{I—F(X)} Bo + B1.Xy BpXp
Etant donné un échantillon aléatoire de taille 7 de la population; 7 > p, comprenant les
valews Y et (Xpy, Xoo, ... Xip), i = 1,2,.. . n,alorsm = PlY; = 1[( X Xop. ., Xop), 8.

Nous définissons la fonction de vraisemblance du modéle de la facon suivante :

n
L(ﬁ(?: T P ”p) = Hﬂ-lyi"(l - 757)]" . (1'2>
i1

Lexpression (1.2) découle du fait gue les Y; sont considérés comme des variables aléatoires

indépendantes distribuées selon une lot Bernoulli(n;).

Le maximum de la fonction de vraisemblance est la solution du systéme des équations
obtenu en calculant les dérivées partielles d’ordre un et deux en § du logarithme de

L(B0,B1, . ... 3p). Nous obtenons les p+1 équations suivantes :

{ Z? 1(3}1‘ - Wi) =0, et (13)

STy —m) =0, pour k=12 p



La résolution du systéeme (1.3) nest pas facile. En effet, nous ne pouvons trouver qu’une

solution approximative, a Paide d’un algorithme itératif (IRLS - Tteratively Reweighted

Least Squares) de type Newton-Raphson :

1. Lalgorithime commence avee Pestimation d'une solution initiale,

/}0 = (38 :'f ]:“ v "j2>

Nous pouvons trouver cette solution initiade par la méthode des moindres carrés,
en ajustant aux données un modeéle de régression linéaire non pondéréd. Un tel
modele suppose que les probabilités initiales 70 sont égales, pour i = 1,2,...,m.
A partir de 89, il est facile de caleuler les probabilités 7} el d’ajuster un modele
de régression linéaire pondéré avec ces poids alin de trouver une meillenre solution
AL,

L’étape 2 se répete tant qu’une meilleure solution n'est pas trouvée. Pour évalner
une solution, nous calenlons la valeur du logarithme de la fonction de vraisem-
blance pour voir si elle est croissante ou non. L'algorithme s’arréte quand la

différence entre deux valeurs successives est suffisamment petite (proche de zéro).

Notouns gue 'adgorithme n’est pas tonjours convergent. Si ln solution initiale n’est pas

sulfisainment proche du point de maximumn global, il est possible que Valgorithme ne

converge pas. Si elle est plus proche d'un point de maximum local, Palgorithme trouve

celui-ci avant de s'arréter. Méme si la solution initiale est hien choisie; il est possible

que la derniére solution dépasse le point de maxirnum global. Dans ce cas, Palgorithme

fait quelques étapes snpplémentaires en prenant comrme sohition le point milieu entre

la. derniére solution trouvée ef la solution précédente, en essavant de se rapprocher de

nonveai du point de maximum global,

1.3

Mesures d’ajustement

Apres Destimation des paramétres d'un modele, nous voulons voir si celui-ci est bien

ajusté aux données observées. De facon générale, nous pouvons répondre & cette question



en comparant les valeurs observées avec les valeurs prédites par le modeéle, 4 Paide
d’une fonction mathématique que nous calculons. Selon le type de modéle considéré,

des fonctions différentes sont utilisées.

Pour des modeles de régression linéaire, une fonction trés utilisée est la somme des

carrés des résidus notée et définie par RSS = 7 &% Parmi Uenseruble des modeles

i1
cousidérés pour les données, le modeéle possédant le plus petit RSS offre le meillent
ajustement aux données. Toutefois, il ne possede pas nécessairement le meilleur pouvoir

prédictif.

En pratique, nous utilisons souvent des critéres d’information pour le choix d’'un modele
Premi¢rement, le critére d’information d’Akaike (AIC) (H. Akaike, 1974) effectue un
comproris entre Uajustement du modele anx données et la complexité de celui-¢i de
la fagon suivante @ AIC = 2(p+ 1) — 21u(L), ot p est le nombre de parameétres du
modele (sans inclure Fordonnée a Vortigine fp) et L la vraisemblance. Le deuxiéme
critére est le eritere d’information bayésien (BIC) (G. Schwartz, 1978), défini par BIC =
(p +1)In(n} — 2}n(L) ol n est le nombre d’observations. Le BIC effectue similairement

un compromis entre l ajustement anx données et la complemte dn modéle, mais pénalise

N

davantage cette derniere que le critere ALC (factenr 2 versus In{n)). Nous favorisons les

modeles avec de petites valeurs de AIC ou de BIC.

Dans le cas de la régression linéaire, nous pouvous exprimer ces deux criteres de sélection
en fonction de la somme des carrés des résidus si chagque terme derreur est distribué

indépendamment, selon une loi normale :\’(O,az). En effet, nous obtenons :

AlIC=2(p+1)+n hl( N ) ef
_ R5S5
BIC = (p+1)lu(n) + n.lu\ 27},
“\.Unum ued ,n'.',\ { |'|¢l\’u ] ..\Tl(l‘ el ;‘r;\v ULl \_;"'.3 fu_m i.i\)ll.'v. i;jl!.!.'_‘-‘_élilll'"' el p et r;M‘J C/\.‘\Illiiti

nous le verrons an Chapitre I le critere BIC est utilisé conime quantité fondamentale
dans le moyennage de modéles bayésien. Cette technigne sera ntilisée ponr la quantifica-
tion du pouvoir de prédiction des ensembles de modeles sélectionnés par les techniques

“Leaps and Bound” et “Occam’s Window” qui feront 'objet d’études approfondies.



1.4 Algorithmes approximatifs

Dans ce qui suit, nous allons laire un résumé de quelques algorithmes utilisés cou-
ramment pour parcowrir l'espace des modeles et eflectuer une sélection des variables.
Les algorithmes que nous présentons dans cette sous-section ont la particularité d’étre
approximatifs, dans le sens qu'ils noffrent pas une garantie de trouver les meillenrs
modéles. Nous reportons la descriplion des algorithmes dMintéret “Leaps and Bounds”
et “Occant’s Window” aux chapitres 2 et 3 puisqu’ils feront Vobjet d’études plus appro-

fondies.
1.4.1 Sélection progressive (Forward selection)

Dans la procédure de sélection progressive, nous avons un modele complet avec p cova-
riables (X1, Xo...., Xp) avec une somme résiduelle, RSS, = > | (’.-fh — Z;}:l B]:z:,; J~>2
correspondante et nous voulons trouver un sous-ensewnble de (X4, X, ..., X,,) dont la
somme des carrés résidnelle est sufisamment petite. Nous considérons dans ce cas le
vecteur X comine étant le vecteur unitaire correspondant a Pordonnée a Porigine du

modele.

Nous commencons par Pensemble vide et nous ajoutons premierement la variable X

. 2
(ya: —,31'.r=;,4> , J fixé. Cetie variable, notée Xy

qui minimise la somme RSS; = > &

i=1
fera, partie de tous les sous-ensembles de covariables considérés. Supposons que nous
ayons déja ajouté r variables & notre modele, Xy, X9y, ..., X, 1 <1 <p—1. Nous
ajoutons aux variables déja sélectionnées la variable X(,41), qui minimise la somme
des carrés résiduelle partielle RSS,y1 =3 0, (y,; - Z’*: ,.'?f{_;,;.'r.._.!;_‘.))g, calculée avec les
variables X1y, X(gy, ..+ Xir) €t Xirpqy. Les sommes sont caleulées a Paide de rotations
planaires et de réductions orthogonales (A. Miller, 2002}, Supposant que le nombre de

covariables cherchées est connu, nous pouvons vérifier a chague étape si toutes ont été

rajoutées. Sinon, Palgorithme nécessite un ecritere d’arrét en fonction de RSS,.

Les variables Xy, X(9), ..., X{;,) sont donc chotsies successivement, chaciune étant choi-
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sie parce qu’etle minimise la somme des carrés partielle quand elle est ajoutée aux autres
variables déja sélectionnées. Comme, en général, le sous-ensemble de v + 1 covariables
qui minimise RS8.¢; ne contient pas le sous-ensemble de v covariables qui minimise
RSS,, cette méthode ne nous donne ancune garansie de trouver les modeles les mieux

ajustés aux données.

1.4.2 Sélection pas-a-pas (Stepwise selection)

La sélection pas-a-pas, un algorithime proposé par Efroyison en (960, est une variante
de la sélection progressive. Apres Naddition de chaque covariable a Vensemble des cova-
rables sélectionnées, algorithme fait un test pour déterminer s'il est possible d’écarter
une des variables déja. sélectionnées sans trop augmenter la somme des carrées des

résidus. Lalgorithme de sélection utilise les trois eritéres suivants -

a) Criteére d’ajous :
Si RS5S, est la somme des carrés calcilée avec r variables et RSS,1 1 est la somme

- des carrés emi correspond & Yajont de la (r + 1)° covariable, Valgorithme calcule le
e RSS, - ASS.41
ratio R = j;_g-j7—“

{(n—r—2)
la variable est sélectionnée.

et le compare avec une valeur prédéterminée F,. Si R > F,

b) Critere de suppression :

Notons RSS, la plus petite valeur de RSS que nous pouvons obtenir en écartant une

_ RSS.—RSS,+1
- LEES

variable de Pensemble sélectionné (Xyy, Xy, ..., X(rq1)). Leratio B :

i N B (- 2)
est, calculé et comparé avec nne autre valeur prédéterminée Fj;. 81 R < Fy la variable
est écartée de Vensemble.

¢) Critere d’arrét :

1 [ S Wt p RSS.. A . S

1 qEe viout est satisfait Al : ' ussi. le critérc
| Py Ll A WL gy Lt (RIS P TR R VAR RN TS Y Eu e . 3 B T . . A tbhndl, 40 L} -
J JUddG Yrdl =g (n—r—2) (
. ..'\]ui‘h’,
el
RSS?,
v

satisfait l'inégalité : RSS! < RSS, ¢ Fam=r=3' L’algorithime s’arréte quand il n’est

plus possible de faire des ajouts ou suppressions en s'assurant a chaque étape de
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minimiser £SS,. La convergence de Ualgorithime est assurée si Fy < F,, car dans ce

[ P e
+Fafn-1 g < 1 el RSS, a comme borne inférieure la valeur min(RSS,).

cas .1+F[,/"n r—

Le calcul des valeurs F,, et Fy nécessite Putilisation de Pintégration numérique multidi-
mensionnelle. Upe estimation grossiere peut etre obtenne en regardant le ratio A comme

étant le maximum d'une suite de p — r variables Fisher (A. Miller, 2002).

En pratique, Palgorithme d’Efroymson performe mieux que la sélection progressive si

quelques covariables sont fortement corrélées entre elles. De plus, comime la sélection

progressive, il n'offre pas la garantie de trouver les meitlenrs modéles.

1.4.3 Sélection régressive (Backward selection)

La sélection régressive est la. méthode inverse de la sélection progressive dans le sens
gielle débute avee Pensemble complet de p covariables et considere I'éliinination des
variables une 2 la fois. Si BSS, est la somme des carrés des résidus du modeéle complet,
la covariable & écarter est choisie telle que le RSS5, 1 qui résulte est minimal. Par la
suife, en mininisant RS, o, une aufre variable est choisie parmi les p— 1 variables qui
restent. Le processus continue jusqu’a ce qu'il ne reste qu’une senle variable ou jusqu’a

ce que le critére d’arrét soit satisfait.

Dépendamment. du nombre de variables witiales et de la dimension du modeéle re-
cherché, en pratique, Pélimination régressive nécessite plus d'opérations parce qu'elle
doit généralement évarter plus de variables que la sélection progressive en ajoute. Fina-
lement, les denx méthodes ne parviennent pas aux meillenrs modeles, méme dans le cas

ol elles trouvent les mémes ensembles a chaque niveau.






CHAPITRE IT

L’ALGORITHME “LEAPS AND BOUNDS”

L’algorithme “Leaps and Bounds” (G. M. Furnival et R. W. Wilson, Jr., 1974} est
tres utilisé pour la sélection d'un sous-ensemble de dimension connue satisfaisant un
critéve d’optimalité. Fssentiellement, Palgorithme “Leaps and Bounds” est une tech-
nique “branch and bound” (A. H. Land et A. G. Doig, 1960), cette derniere étant un
algorithme général pour des problémes d’optimisation dans un cas discret. Lobjectif de
“branch and bound” est de trouver les limites supérieures et inféricures de la quantité
qui doit étre optimisée, pour fearter, en masse, de grands sous-ensembles de candidats
qui ne respectent pas le critere d'optimalité. L’optimum est une valeur connue ou in-
connue que nous cherchons et est défini comrme étant le maximum ou e minimum de
la. fonction considérée, cette dernidre pouvant étre évaluée pour chague candidat. Etant
donné un ensemble discret d'éléments, “branch and bound”™ trouve Poptimum d’une

fagon plus rapide gne Pénumération de chaque candidat.

L'algorithme “Leaps and Bounds™ résout similairement un probleme d'optimisation.
Considérons le modele général de régression linéaire multiple présenté & la Section
1.1. Powr sélectionner un modele, nous désirons trouver le sous-ensemble de 'ensemble
{X1, X2, ..., Xp} de dimension k, k= 0,...,p, tel que le modeéle de régression basé sur
celui-ci possede la “meilleure” capacité de prédiction telle que mesurée avee le critére de
sélection choisi. Plus particulierement, dans une exécution de “Leaps and Bounds”, cet
algorithme identifie le modéle de dimension k minimisant la somine des earrés résiduelle

{RSS), pour £ =1.2,..., p séparément. A partir des solutions de “Leaps and Bounds”,
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nous pouvons ausst trouver facilernent le modele mintmisant certains critéres de sélection

(comme AIC ou BIC), car cet optimum global est parmi les valeurs déja trouvées pour

Pensemble des k.
2.1 La notion d’arbre

Nous définissons maintenant les concepts liés & la théorie des graphes nécessaires o la

description de Ialgorithme,

Un arbre (fig. 2.1) est une structure de données définie récursiverrent (D. E. Knuth,

997) a partiv d’un ensemble fini T’ possédant un ou plusieurs éléments appelés neuds.

Flus spécifiquernent,

1. il y a un neeud spécial appelé la racine de 'arbre;

. les antres neends {en excluant la racine) sont partitionnés en m > 0 sous-ensembles
2.1 1 cend “luant la racine t partit >0 bl

disjoints 11,..., 7y, de T qui sout chacun a leur tour des arbres. Les arbres

T1,..., T sont appelés les sous-arbres de la racine,

Niveau 0 A —— racine
Niveau 1 / C —perede DEF

! /ﬁ:\

|
Niveau 2 "‘-\H E

\'*]-"” | \ 1
sous-arbra t\ nfantde C \ /,r
A s
Niveau 3 de A \ G;;J\
N e ~ feuilie

Figure 2.1: Représentation graphique d’un arbre
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Chagque neeud de Parbre est & son tour la racine d'un sous-arbre. Le nombre de sous-
arbres d'un neeud est appelé le degré du neeud. Les neeuds de degré zéro sont appelés
des nwuds terminaur ou feuilles. Les noeuds du sous-arbre {en excluant sa racine} sont
appelés les descendants du neeud racine. Les descendants directs d’un neeud sont appelés
ses enfants et, en retour pour chague enfant, ce neend est appelé noeud pére ou parent.
Nous pouvons regarder la structure d’un arbre par niveaux de fagon récursive : la racine
ge situe an nivean 0, ses enfants au nivean 1, les enfants des enfants s nivean 2, eb ainsi

de suite.

2.2 L’algorithme “Leaps and Bounds”

L’idée de lalgorithme “Leaps and Bounds” original est basée sur la construction de
deux arbres, Parbre inverse et ’arbre pairé, et le parcours de ce cernier en ignorant les

sous-ensembles de nceuds qui ne respectent pas le critere d’optimalité.

Méme si 'algorithme “Leaps and Bounds” utilise Parbre pairé, nous introduisons main-

tenant I'arbre inverse pour la. compréhension de la structure de U'arbre pairé.

2.2.1 L’arbre inverse
12343
S :‘_T:::'—‘/)?’ —-—""H___ _
TR ~ T
(234 1233 1245 1343 2343
5 B VN
Y } \ 4 WO
('. // . » _// A \
123 124 (35 134 135 145 234 235 245 M3
1.) " .
{ ! { \ I"‘.
I Fy AN
12 £1 14 13 21 94 25 3 3545
|
i
t z 143

Figure 2.2: Arbre inverse avec p = b covariables
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L’arbre inverse (fig. 2.2) est construit récursivernent :

1. la racine est Vensemble complet {1,2,...,p}, oit les éléments de cet ensemble

veprésentent les indices des covariables correspondantes ;

2. le premier niveau conticnt les p enfants de la racine en écartant un élément a la

fois cle ensemble complet, en ovdre décroissant, p,p —1,...,2,1;

3. considérons un neend associé avec Vensemble {iy,42,.. . i}, m > Ly < iy <
< i, qui est le 7% enfant de son parent. An nivean suivant ce nceud anva
j — 1 enfants qui sont générds en écartant un élément & la fois de Pensemble

{i1,%2, ..., im} dans Povdre im, tmei, .., img2—j;

4. Darbre s’arréte de crotire quand il reste seulement des sons-ensembles avee un seul

élément.
Larbre inverse posséde les propriétés suivantes (N. Xuelei, 2006)

a) Uarbre contiend tous les 27 — | sous-ensembles de {1, 2, ..., p}, différents de Uensenble
vide 0;
b} chaque sous-ensemble est présent seulement nne fois dans PVarbre ;

¢} tous les sous-ensembles du niveau &£ ont p — & éléments ;

d) chaque sous-ensemble associé avec un neeud de Parbre est obtenu en écartant un

élément du sous-ensemble associé avec le nceud parent.
2.2.2 Larbre pairé

Nous construisons arbre pairé (g, 2.3) par induction, & partir de Uarbre inverse, en

e " o 2 Vapbira la mie 0 .
COllsldelalit gl a CHadue SOUs-1veaud T abiol e liverse a 1d Hiee strucLure.

Pour p = 2, l'arbre pairé noté AP(2) (fig. 2.4) contient la racine (0,

enfant ({1},{2}) :

{12}) et un seul

Pour p = 3, nous obtenons AP(3) (Gg. 2.5) en trois étapes a partir de AP(2).
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0. 12343
e /” Y T

(123471235) (123.7245) (12 1345 (1,23435)

N TR

(124, 125) (134, 135) (13 1457 (234, 235) (21,245 l_l..345}
|
AN

(14, 13} (24251 (34,35)(3. 43)

4.3

Figure 2.3: Arbre pairé avec p = 5 covariables

Figure 2.4: Arbre pairéd AP(2)

En général, étant donné AP(p), nous pouvons générer AP(p+ 1) de la {agon suivante :
1. nous additionnons 1 (i — i+ 1,1 = 1,2,...,p) a chaque élément de chagne sous-
ensemble dans AP{p), et nous notons 4; Parbre obtenu;
2. nous insérons Uélément 1 dans chague sous-ensemble de A différent de 'ensemble
vide et nous obtenons Aqg;
3. dans Ay, nous remplacons @ par {1} et nous additionnons Varbre obtenu comme

sous-arbre de la racine de As. Les deux arbres combinés forment AP(p + 1).
Les propriétés de Narbre pairé (N. Xuelei, 2006) sout

a) Parbre contient chague sous-ensemble de Uensemble {1,2,...,p} une seule fois, et

chaque nceud a denx sous-ensembles associés ;
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(8. {123})
e N, AT modif
({12}.{13}) (f1}.{23})
A2 1
] ({21 {3}
AP(3)

Figure 2.5: Arbre pairé AF(3)

b) pour un neud (9, Q22), tous les sons-ensembles des neeuds enfants sout des sous-

ensembles de Qa;

c) pour un ensemble E, nons notons |F

le nombre d’éléments de lenserible F, appelé

le cardinal de E. Pour un nceud (21, Qy), si || = ¢ et

Mo = 2,1 € o, €,
les cardinaux des sous-ensembles associés & n’importe guel noeud enfant sont plus

grands ou égaux & min{ci, 2},

d) un neeud (Q%,SZD gni-est Uenfant de {2y, Q2) peut étre obtemn de denx facons. Si
nous considérons l'ordre de ganche & droite parmi les enfants de (§2;, ), et si dans
cet ordre (€2, €2,) est le premier enfant de (€2;,122), alors le sous-ensemble Q (resp.
Q:;) est obtenu en écartant le dernier (vesp. Pavant-dernier) élément de £22). Sinon,
si (€2, €2)) est le §° enfant de son parent et 8l y a un neeud (0, €25) directement a
la gauche de (0, 2), alors Q est obtenu en écartant le dernier élément de Oy, et
Q; est oblenn en écartant le (5 + 1)* dernier élément de €2, Cette relation assure

une fagon efficace de parcouriv Uarbre de haut en bas et de gauche & droite.

o
o
Lo

Lalgorithme et les tests d’optimalité

[Les tests d'optimalité sont essentiels dans le but de réduire le nombre de sous-ensembles
4 considérer, et donc déterminent la complexité ef lp vitesse de l'algorithme. Ils sont

basés sur le fait que, pour n’importe quel noeud (€4, Q9) de Varbre pairé, nous avons

|Q1| < |f2s

. En étudiant les propriétés et la construction de Parbre pairé, nous vovons
p ) ;
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que tous les modeéles de dimension ¢+ 1 sont situés au niveau p—c+2o0up —c+ 1,
¢ entier. Aussi, tous les modéles de dimension ¢ sont situés au nivean p — ¢+ 1 ou
p— c et ils sont des enfants des modeles de dimension ¢ + 1. Ainsi pour chaque modéle
de dimension ¢, il existe un modeéle de dimension ¢+ 1 avec un RSS plus petit. Pour
un entier ¢, si nous notons par RSS(c) la somme des carrés des résidus minimale de
tous les sous-ensembles de dimension ¢ considérés en parcourant arbre pairé jusqu’au
neeud (Qq, Q2), alors nous obtenons linégalité : RSS{c + 1) < RSS(r). Comme chague
sous-ensemble O dans Parbre représente un sous-modele de régression, nous notons
par RSS((Y) la somme des carrés obtenue du sous-modéle correspondant. Parce que
\

Palgorithune trouve min(RSS(c)) pour ¢ = 1,2, ..., p, nous décidons de considérer, ou

non, un enfant du neend (Qy, Q) en fonction des valeurs RSS{c) et RSS(2).

Les tests d’optimalité sont les suivants :

a) pous commencons avec la racine de 'arbre pairé et nous calculons la sorame des

carrés de chaqgue sous-ensemble de la racine et des nceuds du premier niveau ;

b) supposons qu’en parcourant Parbre de haut en bas et de gauche & droite nous avons

atteint le neeud (925, Q2). Trois situations peuvent survenir :

1. st RSS(|]) < RSS(£22), alors nous pouvons ignorer tous les descendants du
neeud (21,82}, car leurs sous-ensernbles associés ont une somme de carrés plus

grande que RSS(c). ¢ entier, [€2;] < ¢ <[€Qy];

2. 81 RSS(|Q22] — ¢} < RIS(23) < RES([€12] — ¢ — 1) pour certains ¢, oit 1 < ¢ <
Qs

—[£21]| -1, alors nous pouvons ignorer les premiers ¢ enfants du neeud (9, Q2) ;

3. 81 RSS(Qy) < RSS{|{2] — 1), nous devons considérer tous les enfants du noeud

(21,92).

D’autres tests d’optimalité qui n'élaient pas dans Ualgorithine original ont é1¢ introduits
par la suite. Ces tests d’optimalité ont Vavantage de réduire les calculs et d’améliorer

la vitesse de l'algorithme (par exemple, N, Xuelei, 2006).
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2.2.4 Comament parcourir ’arbre pairé

Nous avons présenté les arbres inverse et pairé pour permettre une meilleure compréhen-
sion de la structure des données et des tests d’opiimalité. En pratique, pour programimer
Palgorithme “Leaps and Bounds”, nous utilisons Valgorithme suwivant qui possede la
particularité que chaque noend de Parbre pairé AP(p) est atteint seuleruent une fois.
Pour un ensemble ordonné €2 et pour j entier, 1 < 5 < [2], nous notons par (€2, 7)
le sous-ensemble obtenu de Q en écartant le 7¢ dernier élément de 2. Nous pouvons

maintenant généraliser Vopération r, #*(Q,7) = r(r(...7{(0,7)...,4), 7). Par exemple,
[ "
sfois
({12345}, 1) = {1234} et 72({12345},1) = {123}.
A Vaide de Popération 7, nous construisons une liste dont chacque élément contient trois
informations, ¢’est-d~dire les deux ensembles Q) et (2o de chaque nceud et un entier s

représentant Pordre du noeud parmi les enfants de son parent.
L’algorithme de parcours se décrit ainsi en trois étapes :

Nous commencons avec une liste vide. A partir de la racine (8, {1,2,...,p}) nous ajou-

tons les éléments suivants .

r({1,2,...,p}, 1),  r({1.2.....p},2), 1,
({1,200,  ({1,2,...,8},3), 2,
TB({LQ, oph b, ({12, ph4), 3,

PG 2, e ), ({12,000, 3), p— L

Par exemple, pour obtenir arbre de la fig. 2.3, nous commencons en ajoutant a la liste

les éléments suivants :

(1,2.3,4), (1,2,3,5), 1,
(1,2,3), (1,2,4,5), 2
(1,2).  (1,3,4,5), 3,

(1), (2,3,4,5), 4
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La deuxiéme étape se décrit comme suit. Sila liste des nceuds n’est pas vide et que son
premier élément est (y,Qy,5), 0it 2,0 C{1,2,...,p} et s > 1, alors :

— sl g = 1, nous écartons le premier élément dans la liste;

— st s > 1, nous écartons le premier élément et nous ajontons les élérents suivants a la

fin de la hste :

r(Q2,1),  7(22,2), i,
(0, 1), (%, 3), 2,

rSTHE, 1), 1S, 8), s —1

/

Notez que, dans cette étape, st un élément ne satisfait pas aux tests d'optimalité, alors

il n'est pas inséré 4 la fin de la liste.

Finalement, la troisieme étape constitue a répéter 'étape 2 jusqu’a ce que la liste soit

vide.

En conclusion, cet algorithme fail une recherche exhaustive parmi tous les modeles avec
k parametres, k= 1,2,...,p, et il est garanti gu'il tronve le modele avee la somme de
carrés des résidus minimale RSS{k) pour chaque k. Cette recherche nécessite un grand
effort computationnel et implique que lalgorithine n'est pas efficace powr des modéles

considérant plus de 30 covariables (A. Miller, 2002).

Notez qu'il est, possible de modifier les tests doptimalité et de comparer RSS(9Q2), pour
un neeud (€, Q) donné, avec la j¢ plus petite somme de carrés. De cette fagon, il est
possible de déterminer les premiers 7 modeles optimaux de dunension &, & = 1, ..., p sans
affecter sensiblement la vitesse et la complexité de Palgorithme (A. Miller, 2002). Cette
approche peut étre lntéressante lorsque nous nous intéressons, non pas uniguement au

meilleur modele, mais & un ensemble élargt de bons modeles.






CHAPITRE III

SELECTION DE MODELES DANS LE CONTEXTE BAYESIEN

En pratique, les chercheurs font Uanalyse des données d'ane expérience et tronvent plu-
sieurs modeles, chacun bien ajusté, qui donnent des estimations de effet des covariables
ou des valenrs prédites completement différentes. Conmmnent procéder et §arréter sur un
modele dans cette situation ? Le moyennage de modéles bayésien (BMA) offre une so-
lution & ce probleme. En considérant une moyenne des quantités d’intérét sur tous les
modeéles probables, nous éliminons Pincertitnde liée au choix du maodele et, du coup,
améliorons nos capacités de prédiction (J. A. Hoeting, D. Madigan, A. E. Raftery et C.

T. Volinsky, 1999).

Nous commencons le chapitre avec la méthodologie de sélection du meilleur des deux
modeles considérés, suivie par la description de la technigque BMA. Les deux font partie

intégrante du principe de Palgorithme “Occam’s Window” présenté dans la Section 3.3.

3.1 Comparaison de deux modeles

Avant d’aborder le moyennage de modeles bayésien, nous introduisons la méthodologie
nous permettant de sélectionner un des deux modeéles considérés. Supposons que nous
voulons comparer les deux modeles, My et M. A cette fin, nous voulons évaluer le
(:”n:y} s ey Y of AR L i P " . ‘ S T O

rapport Toariey, ol pr{Mp|Y) et pr(M,|Y) sont respectivement les probabilités a pos-
teriori de Mg et My basées sur les données observées Y. En appliquant la régle de Bayes

& ces deux probabilités, nous obtenons :
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pr(MolY)  pr(Y|Mo)pr(My)

pr(MUY)  pr(Y|My)pr(My)

Sionons supposons gqu’avant. d'observer les données nous n’avons aucune information
concernant les modeles, eb done ¢ue leurs probabilités a prioti sont égales (pr(My) =

pr{My)), alors

pr{MplY') _ pr(Y| M)
or(MLY) = pr(VIL)

notation B
- Ol s

ou pr(Y|Mp) et pr(Y{M,) sont les vraisemblances marginales, définies comme :

r(¥ M) = [ pr(¥ i, Mo)r (Bl Mo, et o
[)’T‘(Y|M1) = f p’I(YV))l, A’[l )pr(,()’l M/il)d/jl

Les variables Gy et ) dans les intégrales 3.1 sont les vecteurs de parametres des deux

modeles considérés et pr(fo| Mo) respectivement pr(3;|M1) leurs probabilités a priori.

La quantité Bo; est appelée facteur de Bayes et représente-le degré d’évidetice pour My
par rapport & My. St nous notons par BICy; = BICy — BIC,, on BIC; est le critére

BIC pour le modele 4,7 = 0, 1, alors nous pouvons montrer que {A. E. Raftery, 1991) :
Boy =~ e "3 B,

L’expression a droite du signe d'équivalence est souvent utilisée en pratique comie

approxbmation au facteur de Baves.

3.2 Moyennage de modeles bayésien - BMA

Dans toutes les expériences, il v a une quantité d’intérét, A, que nous voulons estimer a
partir des données observées, Y. Notons My, ..., My lensemble des modeles considérés.
Alors, la distribution a posteriori de A étant donné Y est :

K
pr(AY) = pr(A[Mg, Y)pr(Mi]Y). (3.2)
A=1



L'expression (3.2) représente la moyenne de la distribution a posteriori de la quantité
d’intérét en considérant chacun des modeéles associés aux poids pr(Mi{Y). Rappelons

que la probabilité a posteriort d’un modele M) est donnée par :

- Y M) pr( A .
r(M|Y) = 22U Mulpr(d) - oo
pr(MilY) S Y MDpr(3)

pr(Y|Me) = [ pr(Y |Be, Me)pr(Bel My)dSy
est Uintégrale de la fonction de vraisemblance du modele My (p(Y |8k, Mi)), By est le

vecteur de parametres du modele My, pr(/yMg) est la densité a priori de 3¢ et pr{My)

est la probabilité a priori du modele M.

Si pour le modele My, nous estimons la quantité dintérét par Ay = F , My, alors
S 1 dele My, no timons la quantité dintérét Ay = FEIAlY, My, al
le moyennage de modeles bayésien nous indique de calculer Pespérance et la variance a

posteriori de A de la fagon suivante :

K
AY] =) Apr(Mi|A) et

E
k=1
Var[AlY] = (Var[AlY, M] + A )pr(Me[Y) — E[A]Y]?,
k=1

[utilisation du moyennage de modéles néeessite 'obtention de tous les modeles impor-
tants. I’algorithme Occam’s Window que nous décrivons dans ce qui suit a été suggéré
pour Pohtention de ceix-ci, bien qu’une variante hybride soit utilisée par le paquetage
R BMA qui fait Pimplantation du moyennage de modeles bayésien pour les modeles

statistiques les plus courants (davantage de détails seront donnés au Chapitre 4).

3.3 L’Algorithme “Occam’s Window”

L’algorithme “Occarn’s Window” nfilise le principe énoncé par William of Occam, un
logicien anglais du X1V* giecle, qui affirmait que “les entités ne doivent pas étre multi-

plides an-dessus de la nécessité”. La conclusion de ce principe est que les explications et
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les stratégies les plus simples ont tendance & étre les meilleures. Ce principe peut étre
appliqué & la sélection de modeles de la fagon suivante. Supposons que nous avons K
modeles. Alors si pr(Mi|Y) = pr(Ma|Y) = ... = pr{MK|Y), nous préférons le modele

le plug simple, avec le plus petit nombre de parameétres.

L'algorithme “Occam’s Window” se sert d’un intervalle (une fenétre) powr comparer
deux modeles & la fois dans Vespace des modeles afin de sélectionner un enserable de
bons modeles. Pour une expérience avec p covariables initiales, chague modéle est une
combinaison d’une ou plusieurs de ces covariables, ainsi espace des modeles correspon-
dant contient 27 éléments. Cet algorithme utilise le facteur de Bayes Bgy ou la différence
de BIC, BICy, dans le but de déterminer lequel des deux modeles est le meilleur. Les
bornes de Uintervalle proposées par Raftery (1991) sont Op = 0 et Og = 9.2 pour
BICy,, respectivement Oy = 107% et Og = 1 pour Bp;. La régle de base pour parcourir
Pespace des modeles est que, si un modéle a été rejeté, alors tous ses sous-modeles sont
aussi rejetés. De plus, nous avons les trois situations suivantes :

1) si BICy < Of. alors nous acceptons My et nous rejetons M, ;

2} st O, < BiCy < Op, alors nous acceptons Mg et M ;
3) st BIiCy = Og, alors nous acceptons M) et nous rejetons M.

Dans la premiére situation, i y a une forte évidence favorisant Moy, mais pas d’évidence
pour M. La denxieme situation regroupe deux possibilités : il y a une faible évidence
pour M| donc nous ne pouvons pas rejeter My oun i vy a une faible évidence pour
Mo et nous ne pouvons pas rejeter My. Dansg ce cas, les deux modeles sont acceptés.

Finalement, dans la troisieme situation, les données favorisent M; seulement.

Si nous utilisons le factenr de I’--;a:n-.r: an lien de la différence de ]-',IC', leg

o, = 2
= LAWVILD I UALivELD

sont inversées de la facon suivante :

1} si Bgr < 0y, alors nous acceptons M7 et nous rejetons My ;

2) 81 Op, < Bgy < Og, alors nous acceptons My et M) ;
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3) si Boy > Qp, alors nous acceptons My el nous rejetons My .
3.3.1 Description de l'algorithme “Occam’s Window”

Notons FM Pensewble des modeles, A lensemble des maodles “asceptés” et F Pen-
semble des modeles “en considération”. Nous utilisons dans la description de algorithme
la notation formefle ) « &, pour deux ensembles quelconqgues £y et Ea, pour déerire
le fait que 'ensemble £y devient 'ensemble Ey. 1l v a trois fagons de parcourir Pespace
des madeles, chacune commencant avec A= et F' = Pensemble des modéles initiaux.
Ces variations de Palgorithime “Occanm’s Window” sont appelées - “Down”, “Up” et “Up

- Down”, respectivemnent. Nous décrivons dans un prewiet temps la variation “Down” :

1. On sélectionne un modéle M € F';

20 F —~F~Met A=A+ M,

3. On sélectionne un sous-maodele My de M ;

4, On calenle B = % {ow BIC = BICy;, — BICu\);

5. 8iB > Op (respectivement BIC < Op), alors A «— A—M etsi My & F,F — F+My;

6. 81 Op < B < Og (respectiverment O, << BIC < Og), alorts st My ¢ F.F «— F'+ My,

-1

. S’il y a encore des sous-modeéles de M, on répete & partir de Pétape 3;

8. Si F' # (), on répéte & partir de Pétape 1.

La variation “Up” de lalgorithme “Occam’s Window™ ge décrit comme suit

1. On sélectionne un modele M € F';
20 F «— F—Met A~ A+ M,

3. On sélectionne un super-modele M; de o ;

a{ ANV~ v ~ T v
4. On caloule B = ZUAE. (on BIC = BICy — BICy,);

. St B < Oy, (respectivement BIC > Og), alors A «— A-M et si My ¢ F\F — F+My;

(&1

6. Si O < B < Og (respectivement Oy < BIC < Opg), alors si My ¢ F, F — F + My,
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7. 8’1l y a encore des super-modeles de M, on répeéte a partir de Vétape 3 ;

8. Si F' # ), on répete & partir de Uétape 1.

La variation “Up - Down” est une combinaison des variations “Up” et “Down” et in-
tervient dans la situation suivante. Si l'ensemble de départ F est constitué du modele
complet, qui est le super-modele de tous les autres modeles, nous pouvons utiliger la
variation “Up” et si F contient tous les modeles minimanx, alors nons employons la
variation “Down”. Si les bornes de la fenétre de Valgorithme sont choisies de telle facon
que celui-ci ne manque aucun modele acceptable, et si Pensemble de départ est constitué
du modele complet pour la variation “Up”, respectivement de tous les modeéles de di-
mension un pour la vartation “Down”, alors les deux varfations sont équivalentes en
terme d’ensemble A final. Quand F est un ensemble quelcongune de départ, nons em-
ployous la variation “Up - Down” (ou “Down - Up”) en deux étapes, en exécutant
premicrement algorithme “Up” et apres Ualgorithie “Down”, afin de sélectionner les
meilleurs modeles, L'ordre dang lequel nous décidons d’exécuter les deux variations a

peu dinfluence s le résultat fmal——-——- - ~— - — oo —— = 0 e — —

3.3.2 Lefficacité de algorithme et difficultés d’'implantation

Il est intéressant de Sattarder sur Valgorithme “Occam’s Window” tel que décrit ci-
dessus. Les problématiques relevées sont résolues dans Vimplantation de Palgorithme
présenté dans le Chapitre 4. Premiérement, Ualgorithme n’est pas eflicace en ce qui
concerne le temps d’exéeution, car il fait des caleuls intiles. En effet, si nous générons
tous les sous-modeles de chacun des modeles initiaux, il est possible de considérer le
méme sous-modele plus d’une fois. Par exemple, si en appliquant le critére de sélection,
lalgorithme décide d'explorer les sous-modeles des noeuds {1,2,3,4,5} et {1,2,3,4.67,
il génere le sous-modéle {1,2,3,4} denx fois. Récursivement, il géndre aussi les sous-
modeles de ce dernier et, il [alt les calculs pour décider également de Vaccepter ou non
deux fois. Deuxiemement, 8’1l ¥ a des répétitions, il est nécessaire de vérifier chaque fois

orsgue nous acceptons un modele (aux étapes 5 et 6) 8’1l est déja inclus dans Pensemble
lorsg [ 1ele { 1t 6) s'il est ¢l lus dans e bl
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F. Cette opération peuf prendre beaucoup de temps, particulierement si Pensemble F

coutient un grand nombre d’éléments.

Pour résoudre ces deux problemes simultanément, nous regroupons logiquement, les
modéles dans une strueture d’arbre inverse {voir la Seciion 2.2.1). Ce regroupement
cause un nouveau probléme d'implantation. En effet, arbre inverse contient alors des
“vrals” neeuds terminaux associés aux modeles minimanx et des “lanx” neends termi-
naux qui contiennent des modéles associés A des sous-modeles que nous ne voulons pas
consicérer, car ils se répetent dans d’autres parties de Parbre. Par exemple, dans la
figure de Parbre inverse (fig. 2.2), les nceuds {1,2,3} et {1,2,4} sont de faux noeuds fer-
minaux et les neends {1}, {2}, {3}, {4}, {5} sont wvrais. Quand l'algorithme atteint un
faux neceud terminal, il doit générer ses sous-modeles seulemernt dans le but de décider
s'il va accepter ou non le modeéle associé, méme sl ne va pas continuer la recherche
dans cette direction. Nous nous souvenons que seulement les modeles qui n’ont pas
de meilleurs sous-modeéles sont acceptés; ainsi, il est nécessaire de calculer le BIC de

chaque sous-modele pour déterminer si 'un ’entre eux est meilleur ou non.

Pour obtenir une meilleure vitesse d’exécution, Ualgorithue ne compare pas un modele
avec tous ses sons-modeles. Les comparaisons sont faites senlement entre un modele et
ses enfants directs présents dans Uarbre inverse. Parce ¢ur'ils n'ont jamais été comparés, il
est possible de sélectionner simultanément un modele et un ou plusieurs de ses meilleurs
sous-modeles. Aprés la sélection, il est ainst nécessaire de parcowrir encore une fois

I'ensemble des modeles sélectionnés pour écarter les modeles en question.

3.3.3 Validation des sous-modéles

En pratique, les modéles peuvent aussi contenir des covariables catégoriques et des
interactions de covariables. A une covariable avee ¢ catégories correspond e — 1 colonnes
dans la matrice des données. Nous ne pouvons pas regarder ces colonnes comme étant
associées a ¢ — 1 covariables “simples™. Au confrairs, nous devons les traiter ensemble,

et les éliminer simultanément de la matrice quand nous générons un sous-modele qui
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n’inclut pas la covariable catégorique associde.

Dans le processus de sélection, il est unportant de considérer des modeles valides. Un
modele est, dit valide 8'1 ne contient pas d'interaction sans ausst contenir les covariables
composantes. Comme il egt possible pour un modele non valide davoir des soug-modeles
valides, en éliminant Uinteraction qui cause ce probléme, nows devons valider chacun des
sous-modeles & la fois. Ce mécanisme souleve une nouvelle guestion. Commen cotaparer

un modele valide avee un autre qui ne Uest pas? Nous avons deux situations :

a) si le modele considéré est valide alors pour décider €71 est accepté ou non, nous
comparons son BIC seulement avec les BIC de ses sous-modeles valides;
b) si le modéle n'est pas valide, nous comparons les BIC de ses sous-modeles avec le

BIC de son plus proche super-modeéle valide ; nous supposons que la racine de Uarbre

est toujowrs valide.



CHAPITRE IV

DESCRIPTION DES LOGICIELS

Nous avons présenté dans les Chapitres 2 et 3 les détails théorigues des algorithmes
“Leaps and Bounds” et “Occam’s Window™. Dans ce chapitre, nous expliguons, dans
des termes informatiques, comment utiliser de fagon pratique les ensembles de fonctions
qui implémentent ces deux algorithmes, soleut le paquetage BMA de R (R Development
Core Team, 2010} et Uimplantation contribuée de “Occant’s Window” . Nous présentons
dans ce qui suit la liste des principales fonctions et nous expliquons leur structure interne.
Nous discutons aussi des paramétres les plus importants, & savoir ceux ¢ui déterminent
leur résultat final, c’est-a-~-dire Vensemble des modeles sélectionnés. Ces informations

nous aident & effectuer I'étude comparative entre les deux méthodes, dans le Chapitre

5.
4.1 Ensemble de fonctions contribuées pour Ialgorithme “Occam’s Window”

4.1.1 Liste de fonctions

L’implantation maison de Palgorithme “Occam’s Window” contient les fonctions sui-

vantes écrites dans le langage “C”

checkFile - vérifie s1 le fichier de doundes existe et qu'il contient toutes les informations
qui décrivent le jeu de données; un tel fichier contient quatre sections : DATA, CATE,
COLN et INTE; la section DATA est un tableau qui contient la matrice de données,

la variable réponse et les poids des observations: les autres sections spéeifient les noms
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de covariables (COLN), les covariables catégoriques (CATE) et &1l y a des interactions
entre les covariables (INTE) ;

checkData - vérifie si le fichier de données a suffisainiment de lignes et que ces dernieres
ont ta méme longueur;

createData - lit ie fichier de données et fait Pinitialisation des structures vectorielles
utilisées pour emmagasiner les données dans la mémoire interne. Ces vecteurs sont uti-
lisés plus tard pour calculer les coefficients des modeles et diverses statistiques comme
le BIC ou l'erreur quadratique moyenne;

fit_linreg - calcule les coeflicients d’un modele de régression lindaire en utilisant la
fonction gsl_multifit linear de la librairie GSL (GNU Scientific Library) ; GSL est une
librairie scientifique développée pour le langage C, qui contient fonctions pour des cal-
cules numériques et statistiques ;

linreg - initialise la matrice de données, appelle la fonction fit linreg et affiche les
coefficients du modeéle de régression linéaire ;

fit _linreg_sweep - calcule les coefficients d’un modele de régression linéaire en utilisant
Popérateur de rotation (sweep): pour plus d’information sur. Popérateur “sweep” voir
"Annexe B

linreg _sweep - initialise la matrice de données, appelle la fonction fit_linreg sweep
et affiche les coefficients du modeéle de régression linéaire ;

fit_logreg - calcule les coeflicients d'un modele de régression logistique en utilisant la
fonction fit_linreg sweep dans un algerithme de type IRLS (Iteratively Reweighted
Least Square);

logreg - initialise la matrice de données, appelle la fonction fit_logreg et affiche les
coefficients dn modele de régression logistique ;

occamswin_linreg_with_validation - sélectionne les meilleurs modéles de régression
linéaire valides e 'espace des modeles en utilisant Palgorithme “Occam’s Window™ ;
occamswin linreg no_validation - sélectionne les meilleurs medéles de régression
linéaire sans validation en utilisant Valgorithme “Occam’s Window™ ;
occamswin_logreg_with validation - sélectionne les meillenurs modeéles de régression

logistique valides de Uespace des modéles en utilisant Palgorithme “Oceam’s Window” ;
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occamswin_logreg _no_validation - sélectionne les meilleurs modeles de régression lo-
gistique sans validation en utilisant Valgorithme “Occam’s Window” ;
printGsiMatrix - affiche les modeles trouvés sur Pécran;

printGslMatrixToFile - écrit les modeles trouvés dans un fichier texte ;

4.1.2 Détails d'implantation

Pour mieux comprendre leur fonctionnement, les parametres qui déterminent leur résul-
tat et méme le résultat uelles trouvent, nous présentons maintenant quelques détails

pour les fonctions les plus compliquées.

La fonction fit_logreg est une implantation de l'algorithme IRLS (voir section 1.2).
Elle utilise la fonction interne eval_f pour recalculer les probabilités des observations
et pour évaluer & chacuie étape la valeur du logarithme de la fonction de vraisemblance.
Notons qu’il est possible, si 1a solubion initiale nw'est pas bien choisie, que 1'algorithime
ne converge pas. Si 'algorithme est convergent, la valeur du logarithiie de la fonction
de vraisemblance est croigsante & chaque étape. 51 nous obtenons une valeur plus petite
que dans Pétape précédente, il est possible que l'algoritnme ait dépassé le point de
maximuni. Dans ce cas, il exécute quelques étapes de plus en prenant comme point de
départ le point milieu entre le point conrant et le point tronvé a Vétape précédente,
jusqu’a ce qu'il trouve une meilleure solution ou qu'il décide de s’arréter sans converger.
Notons qu’il est aussi possible que certaines des probabilités des observations recalculées
a chaque étape soteut 0 ou I a cause des arrondissernents de Pordinateur et que, dans
ce cas aussi, I'algorithme ne soit pas convergent. Si algorithme ne converge pas, la

fonction affiche un message d'erveur.

Les deux fonetions qui traitent de la sélection des modeles logistignes, occamswin_log-
reg. with_validation et occamswin logreg_no_validation appellent la fonction fit-
logreg qui, pour certains jeux de donuées et pour certains modeles, peut obtenir des

probabilités pour les observations égales & 0 ou 1. Dans ce eas, les valeurs de BIC pour
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certaing modeles peuvent étre égales & plus influi. Si un modele a un BIC infini, i va

étre automatiquement rejeté, et algorithme va afficher un message d'erreur.

Toutes les fonctions qui iraplémentent Valgorithme “Occam’s Window” ont deux pa-
rametres qoi déterminent la largeur de la fenétre &’ Occarn. Les valeurs proposées pour
ces bornes sont 0 pour la borne inférieure et 9.2 pour la borne supérieure. Sinous utili-
sons une plus grande valeur pour la borne inférienre, lalgorithme trouve des modéles de
plus petite dimension. Par contre, si nous employons une valeur plus petite pour la borne

supérieure, algorithme trouve des modeles avec un plus grand nombre de parameétres.

4.2 Le paquetage Leaps de R

Ce pagnetage a été développé par T. Lumley (basé sur le code Fortran de A. Miller,
2009) et contient des fonctions qui implémentent plusieurs algorithmes pour Ia sélection
de modéles; comme Leaps and Bounds et les algorithmes de sélection progressive, pas-
a-pas, et régressive. Dans ce qui suit, nous décrivons la seule fonetion de ce paquetage

que nous avons utilisée, regsubsets.
4.2.1 La fonction regsubsets

La fouction regsubsets implémente plusieurs algorithmes pour la sélection de modeles
et a trois formes ¢ui different seulement dans leur facon de spécifier le jen de donnédes :

regsubsets (x=, data=, weights=NULL, nbest=1, nvinax=8, force.in=NULL,
force.out=NULL, intercept=TRUE, method=c(“exhaustive”,
“backward”, “forward”, “seqrep”), really.big=FALSE,...)

2 o . o o R . 2 {9 wieid B b N — e
regsubsets (x=, y=, weighls=rep(]l,length(y)), nbest=1. nvmax=8.

foree.in=NULL, force.out=NULL, inlercept=TRULE, met hud——C(

“exhaustive”, “backward”, “forward”, “seqrep”), really.big=FALSE,...)

regsubsets (x, nbest=1, nvinax=8, force.in=NULL, method=c(" exhaustive”,
“backward”, “forward”, “seqrep”), really. big=FALSE,...).

Les arguments de ces trois formes sont :



x - la matrice de données, un objet R de type formule ou un objet R de type bighn ;
data - un objet de type data.frame contenant les variables du modele ;

y - le vecteur de réponses;

weights - le vecteur de poids;

nbest - une valeur mumérique entiere positive spéeifiant le nombre de modéles de chaque
dimeunsion retourné par la fonction regsubsets ;

nvmax - la dimension maximale des modeles sélectionnés ;

force.in - index de variables (colonnes dans la matrice de données) forcées d'apparaitre
dans tous les modeéles sélectionnés ;

force.out - index de variables (colonnes dans la matrice de dounées) forcées de ne pas
apparaitre dans les modeles sélectionnés ;

intercept - si TRUE, rajoute Vintercept au modele;

method - spécifie la méthode utilisée, leaps and bounds, sélection progressive, pas-a-
pas o1 régressive ;

really.big - doit étre TRUE pour la recherche exhaustive si le nombre de variables du
modele complet est plus grand qie 50

object - un objet R de type regsubsets;

all.best - si TRUE, affiche tous les meillenrs modeéles; sinon senlement un modéle de
chaque dimension ;

matrix - si TRUE, affiche la matrice des variables pour chacun des modeles sélectionnés ;
sinon, affiche autres statistiques ;

matrix.logical - quand matrix = TRUE, si matrix.logical = TRUE les variables dans
la matrice réponse sont spécifiées en utilisant les mots " TRUE” et "FALSE” ; si ma-
trix.logical = FALSE, les caractéres utilisés sonl “*” et lespace;

df - spécifie le degré de liberté pour les statistiques affichées; la valeur par défaut est
n — 1, ol 7 est le nombre d'observations;

id - lindex de modéles pour lesquels la fenction doit retourner les coefficients et la
matrice de variance-covariance ;

veov - si TRUE, retourne la matrice de variance-covariance.
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4.3 Le paquetage BMA de R

Le paguetage BMA est une implantation de la technique BMA dans les langages R
et Fortran (A. Raftery, J. Hoeting, C. Volinsky, I. Painter et K. Y. Yeung, 2009). Il
contient des procédures qui font le moyennage de modeles pour des modéles de régression
linéaire et généralisée et aussi pour des modeles de survie. Ce paquetage dépend de
deux autres modules, R-leaps et R-survival. La sélection des modeles est, faite a pariir
de la probabilité a posteriori relative de chaque modele, calewée & Paide du critére
BIC. Notons par aillenrs gue ce paquetage est couramment utilisé ponr effectuer du
moyennage de modéles dans un cadre d'inférence purement fréquentiste. Dans ce qui
suit, nous allons énumérer la liste des fonctions en détaillant deux d’entre elles qui nous
intéressent, plus, bicreg et bic.glm. La liste compléte des fonctions du paguetage BMA

est présentée dans ’Annexe A.

4.3.1 Les fonctions bicreg et bic.glm

La fonction bicreg implémente la techniqgue BMA pour des modeles de régression
linéaire et a la forme :

bicreg (%, vy, wt = rep(1, length{y})}, strict = FALSE, OR = 20,
maxCol = 31, drop factorlevels = TRUE, nbest = 10)

Ses arguments sont, :

x - la matrice de données;

y - le vecteur de réponges ;

wt - le vecteur de poids;

strict - variable logique ; si FALSE, la fonction retourne tous les modeéles avant une pro-
babilité a posteriori qui n'est pas plus petite que 1/OR fois Ia probabilité du meilleur
modale ; si TRUE, la fonction élimmine les modéles qui ont des sous-modéles avee de plus
grandes probahilités a posteriori;

OR - le ratio maximal pour exclure un modele dans Valgorithune “Occam’s Window”

maxCol - le nombre maximal de colonmes (variables) dans la matrice des données; les
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vatiables supplémentaires sont éliminées avec un algortthine de régression pas-a-pas;
drop.factor.levels - variable logique qui indigque si les catégories d’une covariable
catégorique sont traitées ensemble ou séparément pendant Pélimination des colonnes
supplémentaires ;

nbest - une valeur numérique positive entiere spéeifiart, le nombre de modeles de chagne

dimension et retourné a la fonction bicreg par le module leaps ;

La fonction bic.glm est similaire & bicreg, mais pour le traitement des modeles générali-
sés. En particulier, nous pouvons Putiliser pour des modeles logistiques. Cette fonction
a deux forines :

bic.glm (x, y, glfamily, wt = rep(1, mow(x)), strict = FALSE,
prior.param = c¢(rep(0.5, ncol(x)}), OR = 20, maxCol = 30, OR.fix = 2,
nbest = 150, dispersion =, factor.type = TRUE,
factor.prior.adjust = FALSE, occam.window = TRUE, ...)

bic.glm (f, data, glm.family, wt = rep(1, nrow(data)), strict = FALSE,
prior.param = ¢(rep(0.5, ncol(x)})), OR = 20, mazxCol = 30, ORfix = 2,
nbest = 150, dispersion = , factor.type = TRUE,
factor.prior.adjust = FALSE, occam.window = TRUE, ...).

Les deux lormes different seulement par leur lacon de spécifier le jeu de données. La
premiére forme prend comme parametres directement la matrice de données et Je vectenr
de réponses. La deuxieme est appelée avec un objet R de type formule. Les argnrents

de ces deux formes sont :

x - la matrice de données;

y - le vecteur de réponses;

f - un objet R de type formule;

data - un objet de type data.lrame contenant les vaviables du modeéle ;

glm.family - description de la distribution des erreurs et de la fonction de lien du
modele : cela peut étre une chaine de caractéres, un objet R de type “family” ou le
résultat d'une fonetion qui retourne un objet R de type “family” ; par exemple, nous

pouvons utiliser glm.family = “binomial” pour des modeles de régression logistique ;



38

wt - le vectewr de poids;

strict - variable logique; si FALSE, la fonction retourne tous les modéles ayant une
probabilité a posteriori plus grande que 1/0R fois la probabilité du meilleur modele; si
TRUE, la fonction élimine les modéles gui ont des sous-modeles avec une probabilité a
posteriori plus grande;

prior.param - un vecteur spécifiant les poids a priovi de chaqgue covariable ;

OR - le ratio maximal pour exclure un modele dans algorithme “Occamn’s Window™ ;
maxCol - le nombre maximal de colonnes dans la matrice des données; les colonnes
supplémentaires sont élimindes avec un algorithime de sélection pas-a-pas;

OR.fix - la largeur de la fenétre de I'algorithme “Occam’s Window” aprés I'approxi-
mation du BIC effectuée par “Leaps and Bounds” ; puisque leaps donne seulement une
approximation du BIC, il est nécessaire daugimernter la largeur de cette fenétre pour
s'assurer qu'aucun des bons modeles n’est rejeté: le nivean de ce ratio est m:}—'ﬂﬁ; et
Ja valeur par défant pour OR.Ax est 2;

nbest - une valeur numérique entiére positive spécifiant le nombre de modeéles de chaque
dimension retourné a la fonction bic.glm par 'algorithime leaps ; )
dispersion - une valeur logique spécifiant si la dispersion est calenlée on non; la valeur
de défant est TRUE lorsque glmfamily est “poisson”™ on “binomial” ;

factor.type - variable logique qui indique si les catégories d'une covariable catégorique
sont traitées ensemble ou séparément ; si FALSE, les catégories sont traitées séparément
factor.prior.adjust - variable logigne qui indigue dans le cas factortype = F si les
distributions a priori correspondantes & chague catégorie sont ajustées ou non; si fac-
tor.type = F, toutes les probabilités a priort des catégories de la covariable 1 sont égales
& prior.paramli ; si factor.type — T, les probabilités a priori des catégories de la cova-
riable 1 sont ajustées telles que leur somme est égale & prior.paramli] ;
occam.window - une valeur logique spécifiant si ['algorithime "Occam’s Window” est
utilisé ou non; si FALSE, tous les modeles sélectionnés par Ualgorithme “Leaps and

Bounds” sont retournés;
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4.3.2 Détails d’'imaplantation

Létude du code des fonctions bicreg et bic.glm nous aide & mienx comprendre leur uti-
lisation, leur structure interne et les autres algorithimes et fonctions qu'elles emploient.
Il est intéressant d'observer que, méme si elles traitent de tvpes de modéles différents,
les deux fonctions ont la meéme structure. Premierement, s'il v a plus de maezCols co-
variables, celles-ci sont éliminées a Vaide de la lonction interne dropeals, qui est une
implantation de la technique de sélection régressive (voir la section 1.4.3 ponr plus de
détails). La valeur de défaut pour le paramétre mazCols est 31. Deuxiémement, une
des fonctions R leaps ou regsubsets est appelée pour éliminer [a plupart des modéles.
Ces deux fonctions appellent des routines FORTRAN qui implémentent Valgorithme
“leaps and bounds”. Seulement nbest modeles de chague dimension sont retenus. Fi-
nalement, & partir des modeéles retenus, algorithme “Occam’s Window” réduit encore
plus le nombre de modeles. Cette derniere reduction est toujours faite & Vintérieur de
la. fonction bicreg. Dans le cas de la fonction bic.glm, la réduclion est faite seulement

si le parameétre oecom.window a la valeur TRUL.

En conclusion, les fonctions bicreg et bic.ghn implémentent un algorithme hybride qui
est en fait une combinaison entre les algonthmes “Leaps and Bounds” et “Occam’s
Window”. Le résultat est un objet R de type bicreg (respectivement bic.glm) qui
contient un vecteur des modeles sélectionnés et des informations supplémentaires sur

celx-ci.






CHAPITRE V

ETUDE COMPARATIVE DES METHODES

Le but de ce mémoire est de faire une étude comparative entre les deux algorithmes de
sélection de modeles présentés dans les chapitres antérieurs, “Leaps and Bounds” (LB)
et “Occam’s Window” (OW). En effet, nous allous comparer trois fagons d’appliquer

ces deux algorithmes dans la sélection des modeles de régression linéaire et logistique

1) Leaps and Bound seulement (LB);
2} Occam’s Window seulement (OW);

3) Combinaison entre Leaps and Bound et Oceam’s Window (LB-OW).

Uobjectif de ces comparaisons est d’évaluer le pouvoir prédictif des ensembles de modeéles
sélectionnés dans chaque cag et de déterminer s'il v a une méthode qui se démarque.
Pour ce faire, nous utilisons le moyennage de modeles bayésien (BMA) et une autre

technique nommée “validation croisée” que nous expliquons dans la Section 5.1

Méme g'il nest pas pertinent de comparer les temps d’exécution des algorithmes, parce
quw’ils sont implémentés dans des langages de programmation différents, nous allons les

mentionner uniquement dans un but informatif.
5.1 Validation croisée

La validation croisée est une technique trés simple utitisée pour U'évaluation du pouvoir

de prédiction d’un modeéle ou du moyennage des plusienrs modeles. Cette technique a
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plusieurs variantes. Dans sa fore la plus simple, nous partitionnons aléatoirement les
ohservations en deux catégories, les données de construction, Y¢, a Iaide desquelles nous

ajustons un modele M, et les données test, Y7, pour évaluer son pouvoir de prédiction.

Une [aeon simple de mesurer le ponvoir prédictif d'un modele est de caleuler Perreur
quadratique moyenne {EQM) des données test Y7, Si pour une observation quelconque,
1, nous notons y; la valenr observée et ¢; sa valenr prédite obtenne & Paide du modele

M, alors PEQM est définie comine :

1
BQM = = > (3= 6:)’, (5.1)
| EeyYT

ol |Y7| est le cardinal de Pensemble Y7 La formule (5.1) s'applique égaleruent dans le
cas olt nous voulons évaluer le pouvoir prédictif d’un ensermble de K modeéles. Dans ce
cas, la valeur prédite ¢; est calculée en faisant la maoyenne pondérée des valeurs prédites

par chacun des modeles, en prenant comme poids leurs probabilités a posteriori :
K

- A LAYV
G = Z?]vj(k)PT (MlY*™),
k=1
Ol Yy €51 la valeur prédite de Uobservation ¢ par le modeéle M. -

Une autre variante de la technigue de validation croigée est de diviger les données en m
parties et d’appliquer le méme principe en m étapes. A chaque étape, la partie considérée
constitue Pensemble de données de test, & Paide duquel nous testons le pouvoir de
prédiction. Nous ajustong le wodele d’intérét avec les donuées qui restent aprés avoir
écarté de 'ensemble de données complet les observations appartenant & Uensemble de
données de test. Finalement, nous pouvons faire une moyenne des résultats obtenus a

chaguie étape pour un modele donné.

La techuique de validation croisée fonetionne aussi pour les modeles de régression logis-
tique, sauf gqu'il n'est plus adéquat d'utiliser erreur quadratique moyenne pour mesurer
le pouvoeir de prédiction de chaque méthode. Dans e cas, la réponse est une variable
dichotomique et la valenr prédite correspondante a une observatbion i ne représente plus
Vestimation de la réponse, mais P'estimation de la probabilité que la réponse prenne la

valeur 7
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= P(Y; =1

(—X'll ? -\,c-] Iy ‘X?:.}))\) -

Une facon simple de prédire les réponses est de considérer nne probabilité de controle
(par exemple pr = 0.50) et de caleuler :

. L, @ 2pr;

W= .

v 0, sinon.

Pour mesurer le pouvoir de prédiction d'un modele de régression logistique, nous pou-

vons caleuler le tanx de mauvaise classification (TMC),

Nb. d observations pour lesquelles y; # 4

TMC = = (5.2)

" Nb. total d'observations

Toutes proportions gardées, une petite valeur de F'EQM ou de TMC indique un grand

pouvoir prédictif.

5.2 Comparaison des méthodes dans le cas de la végression lindaire
5.2.1 Données Longley

Nous comunencons les comparaisons avec le jeu de données Longley, présenté & I’Annexe
C.1. Nous voulons modéliser la variable Employés en fonction des covariables EI, PNB,
SE, AF, Population et Année. Ion ajustant un modéle de régression linéaire aux données

complétes, nous obtenons les résultats présentés au Tableau 5.1.

Covariable  Estimation Err type  Valeur-p
(Intercept) -3.482e+03 8.904e+02 0.004
El 1.506e-02  8.492¢-02 0.863
PNB -3.582e-02  3.349¢-02 0.313
S -2.020e-02  4.8846-03 .003
AF -1.033e-02  2.143e-03 0.001
Population  -5.110e-02  2.261e-01 0.826
Anunée 1.82%9e1+00  4.555e-01 0.003

Tableau 5.1: Résultats de la régression linéaire pour le jeu de données Longley
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Le Tableau 5.1 indique que les variables EL, PNB et Population ve sont pas significatives
& un seuil de 95%. En ce qui concerne 'ajustement du modele, nous vovons dans la
Figure 5.1 que les suppositions de la régression linéaire ne sont pas en totalité respectées.
Dans le premier graphique, les couples des valeurs prédites et observées sont alignés sur
une droite, mais les résidus obterms ne semblent pas suivre une loi normale. Dang le
graphique quantiles-quantiles (Q-QJ, nous pouvons comparer la distribution des résidus
standardisés arrangés en ordre croissant avec la distribution théorique de la loi normale
N({0,1). Comme les points ne sont pas alignés sur une droite, les résidus ne suivent pas
une loi normale. Les deux derniers graphiques affichent les couples des valeurs prédites
(respectivement des valeurs observées) et les vésidus. Nous coustatous que les points
dans les deux derniers graphiques sont aléatoirement distribués, ce qui suggere que les

réstdus sont indépendants et homoscédastiques.
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Figure 5.1: Bvaluation des suppositions du moddls pour le jeu de dounées Longley

Pour un modeéle avec 6+1 parametres conmune le modele complet du jeu de données
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Longley, le nombre de sous-modeles possibles de chaque dimension est présenté dans
le Tableau 5.2, Les algorithmes LB et OW ne font pas de sélection de variables sur

I'intercept, qui est toujours considéré présent.

Nbcovaniables 1 2 3 4 5 6 Total
Nb modéles 6 5 20 15 6 L 63

Tableau 5.2: Nombre de modeéles possibles de chaque dimension pour le jeu de données Longley

La technique BMA est utile quand nous analysons des jeux de données avec un pe-
tit nombre d’observations. En effet, dans cette situation, Uincertitude lide an choix du
modele est grande et BMA nous permet de prendre en compte direciement cette incer-
titude dans notre inférence. Nous sélectionnons aléatoirement deux observations pour
former I'ensemble des données test et considérons les 14 autres observations comme 'en-
semble des données de construction. Nous appliguons par Ja suite les trois méthodes de
sélection sur Pensemble des données test. Nous rappelons gue le parameétre nbest spéeifie
le norabre de meilleurs modéles de chague dimension a sélectionner dans la méthode LB
et que leg parametres inf el sup sont les bornes inférieure et supénieure de la fenétre
d’Occam. Rappelons également que la combinaison LB-OW esf la méthode qui utilise
Palgorithme “Leaps and Bounds”™ pour faire une sélection initiale des modeles suivie
par un tri supplémentaire effectué par Dalgorithme Occam’s Windows. Les résultats

sont présentés dans le Tablean 5.3.

Méthode Parameétres EQM  Nb modéles Temps
LB nbest = 05 0.215 26 0.020s
LB nbest = 10 0.215 43 0.030s
LB nbest = 15 0.215 58  0.020s
LB-OW  nbest = 05;inf =0;sup =6 0.210 1 0.060s
LB-OW  unbest = 10;inf =0;sup =6 0.210 1 0.060s
LB-OW nbest =15;inf =0;sup=6 0.210 [ 0.070s
oW mf=2;sup =6 0.202 2 0.008s
oW inf=0;sup==6 0.188 3 0.008s
oW inf =0; sup = 10 0.188 3 0.008s
Tableau 5.8: Résultats de la sélection de modéles pour les données Longlev pour nbest = 5, 10,

15 et les bornes (2; 6), (0: 6) et (0; 10)
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En analysant le Tableau 5.3, nous constatons, pour ce jeu de données et la partition
aléatoire des données cousidérée, que les deux premieres méthodes ont obtenu des EQM
égales (& Pintérieur de chacune d'entre elles), indépendamrunent des paramétres utilisés.
Par contre, la méthode OW est plus sensible au changement des bornes de la fenétre

d’Oceam. Nous voyons ausst que les powvoirs prédictifs des trois méthodes sont proches.

Nous présentons dans les Tableaux 5.4 - 5.7 les modeles sélectionnés par chacune des
trols méthodes. Les modéles sont spécifiés & Valde de variables indicatrices binaires

indiquant la présence (1) ou labsence (0) des covariables.

Int EI PNB SE AF Pop Amnée  BIC Taille Pr. Rel

1 0 1 1 1 0 1 -66.05 5 0.549
1 0 1 11 1 1 -63.97 6 0.194
11 1 11 0 1 -63.41 6 0.147
101 1 1 1 1 1 -61.64 7 0.061
10 0 11 i 1 -59.8( 5 0.024
1 0 0 11 0 1 -58.21 4 0.011
1 1 0 1 1 1 1 -58.03 6 0.010
11 0 1 1 0 1 -55.67 5 0.003
1 0 1 0 1 1 0 -49.557° 4 < 0.001
1 0 1 11 1 0 -49.20 5 < 0.001

Tableau 5.4: Meilleurs modales sélectionnds par la méthode LH pour nbest = 5, 10 ¢t (5. Pr. Rel.

est la probabilité relative du modsle. Une valeur | indique que la covariable a &té sélectionnée.

Int EI PNB SE AF Pop Année BIC  Taille Pr. Rel.
1 0 1 1 1 0 1 -H3.69 5 1

Tablean 5.5: Meilleurs modsles sélectionnés par Ja méthade LB-OW pour nhest =5, 10, 15 et les

bores (0; 6). Pr. Rel. est la probsbilité relative du modale. Une valeur 1indigue que la covariable

a été silectionnée.

Int Kl PNB 5E AF Pop Annpée BIC Taille Pr. Rel
1 0 1 1 1 0 1 -30.36G ) 0.980
1 0 0 1 1 0 1 -22.53 4 0.020

Tableau 5.6: Meilleurs modales sélectionnds par la médthode COW poar Jes bornes (25 8). Py Rel.

est la probabilité relative du modale. Une valeur | indique que la covariable a 606 sélectionnée.
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Int EI PNB SE AF Pop Année BIC Taille Pr. Rel.

1 0 1 1 1 0 1 -30.36 5 0.940
1 0 0 1 1 1 1 -24.12 5 0.041
1 0 0 1 1 0 1 -22.53 4 0.019

Tableau 5.7: Meilleurs modales sélectionnés par la méthode OW ponr les bornes (0 €) ot (0;
10). Pr. Rel. est Ja probabilité relative du modle. Une valenr 1 indigue que la covariable a été

sélectionnée.

Pour ce jeu de données, Ia méthode OW avec fenétres de 086 et 04 10 possede le meilleur
pouvoir prédictif, en faisant la moyenne de 3 modeles. La méthode OW performe mieux
que la méthode LB-OW parce que cette derniere a mangué deux modeéles importants,
(1001111) et (1001101). Les deux modeles ont été trouvés par la méthode LB mais ils
ont été écartés dans Pétape OW de la méthode LB-OW. L'explication du fait que les
deux modeles ont été retenus par OW et écartés par LB-OW est la fagon différente des
deux méthodes de faire la sélection dans 'étape OW. Contrairement & la méthode OW,
qui compare les modeéles deux par deux, la méthode LB-OW les compare toujours avec

le modele qui a le BIC mintmum parmi les modeles sélectionnés dang 'étape LB.

Nous voyons que choisir un nombre trop graud ou trop petit de modeles a un faible im-
pact négatif sur le pouvoir de prédiction dans ce cas-ci. (est plutot la qualité des
modeles choisis (leur BIC et leur probabilité relative) qui compte pour obtenir un
hon pouvoir prédictif. Pour exemplifier, la méthode LB a trouvé un grand nombre
de modeles, mais son pouvoir de prédiction n’est pas meilleur que la méthode OW. La

raison de ce comportement est expliquée en détail dans la démarche qui suit.

Un grand nombre de modeles sélectionnés w’implique pas nécessairement que tous les
modeles soient importants, particulierement pour LB qui retourne les meilleurs modeéles
powr chacune des dimensions séparément. Pour ce faire, nous retenons les meilleurs
modeles afin de représenter environ 95% des probabilités totales attribuées aux différents
modeles. Aprés avoir sélectionné les meilleurs modeles, nous recalenlons leurs probabi-
lités relatives et leur pouvoir de prédiction. Les résullats sont présentés dans les Tableaux

5.9, 5.10 et 5.11.
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Int EI PNB SE AF Pop Année BIC Taille Pr. Rel. Pr. Rel Rec.

1 0 1 1 1 0 1 -66.05 5 .549 0.578
1 0 1 1 1 1 1 -63.97 6 0.194 0.204
1 1 1 1 1 0 i -63.41 6 0.147 0.154
1 1 1 1 1 1 1 -61.64 7 0.061 0.064

Tableau 5.8: Meilleurs modeles sélectionnés (correspondant 2 95% des probabilités relatives ini-
tinles) par la méthade LB pour nhest = 5, 10 et 15. Pr. Rel. t Pr. Rel. Rec. sont respective-
ment les probabilités relatives initiales of recaloulées. Une valeur | indigque que la covariable a é56

sélectionnde.

Int EI PNB SE AF Pop Année RIC Tallle Pr. Bei Pr. Rel. Rec.
1 0 1 1 1 0 1 ~(8.69 5 1 1

Tableau 5.9: Meilleurs modeéles sélectionnés (correspondant & 95% des probubilités relatives
initiales) par la méthode LB-OW pour nbest = 5, 10, 15 et les bornes (0; 8). Fr. Rel. et Pr. Rel.
Rec. sont respectivement leg probabilités relatives initiales et recaleulées. Une valeur 1 indique que

la. covariable a été sélectionnée.

Int EI PNB SE AF Pop Année BIC  Taille Pr. Rel. Pr. Rel Rec.
1 0 1 1 1 0 1 -30.36 5 0.980 1

Tableau 5.10: Mailleurs wodéles séloctionnés (otrespondant & 95% des probabilitds velatives
initiales) par la méthode OW pour les hornes (2; 6). Pr. Rel. et Pr. Bel. Rec. sont respective-
ment les probabilités relatives initioles et recalculées. Une valeur 1 indigue que la covariable a été

sélectionnée.

Int El PNB SE AF Pop Aunée BIC  Taille Pr. Rel. Pr. Rel Rec.
1 0 1 1 1 0 1 -30.36 5 0.940 0.958
10 0 1 1 1 1 -24.12 5 0.041 0.042

Tableau 5.11: Meilleurs modeles sélectionnés (correspondant & 95% des probabilités relatives
initiales) par la méthode OW pour les bornes (U: 6) et (0; 10). Pr. Rel. et Pr. Rel. Rec. sonl res-
pectivement les probabilités relatives initiales et recalculées. Une valeur 1 indique que la covariable

a é1é sélectionnde.

Les méthodes LB et LB-OW ont retenu les mémes 4, respectivement | modele(s), indé-
pendamiment de la valenr du paramétre nbest. Dans le cas de LB, méme si le nombre
initial de modeles tronvés était grand, seulement 4 d’entre enx avalent des grandes

probabilités, les autres étant peu probables. La méthode OW a retenu 1 modele (le
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méme que LB-OW) pour les hornes (2;6) et 2 modeles pour les borues (0;6) et (0;10).

Apres avoir retenu les meilleurs modeles, nous recalculons les pouvoirs prédictifs des

trois méthodes, et nous obtenons les résultats du Tableau 5.12.

Méthode Parameétres EQM  Nb modeles
LB nbest = 05 0.235 4
LB nbest = 10 0.235 4
LB nbest = 16 0.235 4
LB-OW  nbest =05;inf = 0;sup =6 0.210 1
LB-OW  gbest = 10;inf =0;sup=6 0.210 1
LB-OW  pbest = 15;inf = 0;sup =6 0.210 1
QoW mf=2;sup=26 0.210 1
oW inf = 0; sup =6 0.195 2
oW inf =0; sup = 10 (3.195 2

Tableau 5.12: BEQM basées sur les meilleurs modales seulement pour les données Longley pour

nbest := 5, 10, 15 et les bormnes (27 8), (0; 6) et (01 10)

Retenir les meilleurs modeles correspondant a 95% des probabilités relatives n’a pas
aidé au pouvoir de prédiction des trois wéthodes. En effet, les EQM obtenues sont
plus grandes; mais elles ne sont pas trés différentes de celles obtenues précédemment.
Toutefois, 1] est nécessaire de souligner Peffet de I'étape OW dang LB, qui élimine les

modéles que nous pouvons considérer comme peu importants pour Uestimation.

Jusqu'a maintenant, nous avons fait Panalyse des données Longley pour une seule par-
tition des données en jeu test et constriction. Pour assurer que les résultats ne sont
pas attribuables & une partition particuliere, il est néeessaire de considérer plusieurs
partitions et de voir en moyenne guelle méthode performe le mieux. Nous générons des
partitions de données en divisant de fagon aléatoire cing foig le jeu de départ en 15
observations de construction et 1 observation de test. Nous continnons Uanalyse de ces
partitions de données obtenues avec une valeur du parameétre nbest = 15 et les bornes

de la fenétre d’Occamn de (0 10). Les résultats sont présentés dans le Tablean 5.13.



Partition Méthode EQM  Nb Modeles  Temps

1 LB 0.436 58 0.010s
LB-OW 0.381 3 0.060s
oW 0.381 3 0.008s

2 LB < 0.001 58  0.030s
LB-OW < 0001 3 0.060s
Oow < 0.001 3 0.003s

3 LB 0.178 58  0.030s
LB-OW 0.180 3 0.050s
OowW 0.180 3 0.007s

4 LB 0.252 58  0.030s
LB-OW 0.232 3 0.060s
OwW 0.232 3 0.007s

5 LB 0.054 58 0.020s
LB-OW 0.050 3 0.060s
OowW 0.050 3 0.008s

Maoyenne LB 0.184 58 0.024s
LB-OW 0.169 3 0.058s
OwW 0.169 3 0.007s

Tableaun 5.13: Résuliats pour les données Longley pour cing partitions ditférentes du jeu original
(15 observations pour la construction et I observation pour le test) pour nbest = 15 et Jes bornes

(0; 10)

En moyenne, les méthodes LB-OW et OW ont le méme pouvoir prédictif, suivies de prés
par la méthode LB, hien qu’il n’y ait pas de grandes diflérences entre les trois méthodes
pour ce jen de données. En ce qui concerne la vitesse d’exéention, la méthode OW est
la. plus rapide, suivie par les méthodes LB et LB-OW. Nous voyons dans le tableau
5.14 que, apres la rétention des meilleurs modeles, les pouvoirs de prédiction des trois

méthodes sont plus petits, mais que Vordre de performance n’est pas changé.

Partition Méthode  EQM  Nb modéles
1 LB 0.466 B 4
LB-OW 0.414 1
OW 0.414 1
2 LB < 0.001 7

LB-OW < 0.001
OW < 0.001

w




3 LB 0.174 7
LB-OW 0.180 3
ow 0.180 3
4 LB 0.259 6
LB-OW (.241 2
oW 0.241 2
5 LB 0.054 6
LB-OW G.050 3
Oow 0.050 3
Moyenne LB 0.191 6
LB-OW 0.177 2.4
ow 0.177 2.4

Tableau 5.14: Résultats pour les données Longley (hasées sur les meitleurs modéles seuloment)
pour cing partitions différentes du jeu original {15 observations pour la construction et 1 observa-

tion pour le test) pour nbest = 5 et les bornes (0; 10
p )

5.2.2 Données générées

Nous voulons maintenant étudier le comportement des trois méthodes a I'aide d’un
jeu de données de taille modérée avec plusieurs paramétres. A cette fin, nous simulons
avec le génératenr de nombres aléatoires du langage R nn vecteur de 15 coeflicients,
B ={B1,02,. .., P15), une matrice X = (;,) de dimension 200 x 15 (i =1,...,200,5 =
1,...,15) et un vecteur d’erreurs normales ¢ = (e}, €2, ..., e200). La variable réponse YV’
est caleulée avec Péquation du modele, Y = X + e (voir I'Annexe C.2 pour plus de

détails sur la génération du jeu de données).

Les résultats de la régression linéaire pour le jeu de données généré sont présentés dans

le Tableau 5.15.

Covariable Estimation FErr type Valeur-p

(Tntercept) -0.032 0.067 0.636
X -0.411 0.012 <« 0.001
X3 0.568 0.012 < 0.001
X3 -0.183 0.012 < 0.001
X4 0.776 0.012 < 0.001

X 0.883 0.012 < 0.001



Xs -0.061 0.012 < 0.001
X7 0.005 0.012 0.657
X5 0033 0012 0.006
X9 -0.026 0.012 0.024
X1 -0.007 0.012 0.572
Xy 0.063 0.012 < 0.00)
Xi2 -0.011 0.012 0.358
Xia 0.028 0.013 0.032
Xia 0.012 0.012 0.307
Xis -0.030 0.012 0.012
Tableau 5.15: Résultats de la régression linéaire pour le jen de données yénéré

Nous observons dans le tableau 3.15 que les coefficients fp, 7, S, Fi2 et (14 ne sont
pas significatits & un seutl a = 0.05. La conclusion est que le modeéle est suprasaturé,

donc nous pouvons réduire la dimensionnalité du modele sans perte significative.

Méme si le modéle a été construit en respectant tontes les suppositions de la régression

linéaire, nous pouvons vérifier que ces suppositions sont respectées (voir Figure 5.2).
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Figure 5.2: Evaluation des suppositions du modéle de régression lindaire pour le jeu de données générées



Le nowbre de modeles possibles de chaque dimension pour ce jeu de données généré est

présenté dans le Tableau 5.10.

Nb covariables 1 2 3 4 5 6 7 8
Nb modeles 15 105 455 1365 3003 5005 6435 6435
Nb covariables 9 10 i1 12 13 14 15 Total
Nb modeles 5005 3003 1365 455 105 15 1 32767
Tableau 5.16: Nombre de modales de régression lindaire possibles de chague dimension pour le

jeu de données péndeé

Nous sélectionnons aléatoirement 20 observations pour former Vensemble des données
test et considérons les 180 autres observations comme 'ensenible des données de construc-
tion. Nous appliquons les trois méthodes de sélection sur Uensemble des données construc-
tion et examinons le pouvoir prédicsif des ensembles de modéles sélectionnés avec les

données test. Les vrésultats sont présentés dans le Tableau 3.17.

Méthode Parameétres EQM  Nb modeles Temps
LB nbest = 05 1.147 71 0.030s
LB nbest = 15 1.146 211 0.090s
LB nbest = 30 1.146 391 0.220s
LB-OW  nbest =05;inf =0; sup =6 1.227 2 0.070s
LB-OW  nhest =15 inf =0, sup =6 1.227 2 0.160s
LB-OW  nbest = 30; wmf=0;sup=16 1.227 2 0.260s
OW inf =2;sup = 6 1.227 2 0.829s
oW inf=0;sup =6 1.221 4 0.808s
oW inf=0; sup =10 1.221 4 0.775s

Tableau 5.17: Résuliats de la sélection de modéles de régression lindaive pour les données générées

pour nbest = 5, 15, 30 et les bornes (2 6), (0; 6) et (0: 10)

b d

Euo analysaut le Tableau 5.17, nous constatons aussi pour ce jeu de données qu'il w’y
a pas de grandes différences entre les EQM des trois méthodes. Nous observons par
ailleurs que faire la moyenne sur 200 ou 400 modéles donne une EQM proche de celle
obtenue en faisant la moyenne sur 2 on 4 modéles. L'ordre des trois méthodes en ce qui

concerne leur pouvoir de prédiction est LB suivie par OW et finalement par LB-OW.

La méthode OW est dans ce cas la plus lenfe et la méthode LB la plus rapide.



54

Les modeles sélectionnés par la méthode LB sont trop nombreux pour les énumérer
ici. Nous présentons les modeles sélectionnés par les méthodes LB-OW et OW dans les
Tableaux 5.18, 5.19 ¢t 5.20. Nous remarquons que les variables non significatives n’ont
pas été sélectionnées et que le méme metlleur modele a été trouvé par les méthodes
LB-OW et OW indépendamment des parameétres utilisés.

Int Xy Xo X3 Xy Xo X X7 Xg Xo KXo Xy Xiz Xy Xg Xy BIC Taille Pr. Rel.

1 r1 111101 0 G 1 0 O 0O 0 -72465 9 0940
11111110006 0 Y G 1 0 6 -7T1915 5  0.060

Tableau 5.18: Meilleurs modéles sélectionnds par la méthode LEB-OW pour nhest = 5, 10, [5
et les barnes (0; 6). Pr. Rel. est fo probabilité relative do madile, Tne valear 1 indique que fa

covariable a été sélectionnée.

Int ,Xl XQ ‘Xg _X;; )(5 -XG _X'( -Xg ng ‘Xlo —XI] ‘Xlg _X]g, AX14 AX}5 BIC Taille Pr. Rel.
1 r1 11110106 0 1 0 0 0 0 1804 9 0.970
111 1 11 1 08 00 6 1 0 0 0 0 2472 8 0.030

Tablean 5.19: Meilleurs modéles sélectionnés par la méthode OW pour les bormes {2 6). Pr. Rel.

est la probabilité relative du moddle. Une valeur | indique que la covariable a é1¢ sdlectionnée.

Int X1 .X;Z X;; X4 X5 X(; .X7 Xg Xg Xw XU X],z X]:«} X14 ‘X]_5 BIC Taille Pr. Rel.

1111111 4010 0 1 0 ¢ 0 0 1504 9  0.386
1t 11 1110006 0 1 0 1 0 0 2360 9  0.050
11 r1 111 000G 0 1 0 0 0 1 2441 9  0.040
1111 1 11 6006 0 1 0 0 0 0 2472 &  0.030

Tableau 5.20: Meilleurs modéles sélectionnés par la méthode OW pour les bornes (0 6) et (0
10). Pr. Rel. est la probabilité relative du modeéle. Une valeur 1 indique que la covariable a été

sélectionnée.

Dans ce cas également, nous retenons les meilleurs modeles (correspondant a 95% des
probabilités relalives) el nous constatons que les performances des méthodes n'ont pas

beaucoup changé (voir Tableau 5.21).



Méthode Parainétres EQM Nb modeéles
LB nbest = 05 1.152 15
LB nbest = 15 1.149 33
LB nbest = 30 1.146 47
LB-OW  nbest =05;inf =0;sup =6 1.227 2
LB-OW ubest =15;if=0;sup=6 1.227 2
LB-OW nbest =30;inf =0;sup=6 1.227 2
ow inf=2;sup==6 1.228 1
OW inf=0;sup=26 1.221 3
ow inf = 0; sup= 10 1.221 3

Tableau 5.21: EQM recalculées (basées sur les meilleurs modéles de régression linéaire seulement)

pour les données générées pour nbest = 5, 15, 30 et les bornes (2 6}, (U; ) &t (0; 10)

Apres la rétention des meilleurs modeéles, le nombre de modeles sélectionnés par la
méthode LB est toujours grand, ce qui est une indication ¢u'il y a beaucoup de modeles
avec des probabilités relatives proches, done les différences entre leurs I31Cs sont petites.
Clest la raison pour laguelle 1a méthode LB a un meillenr pouvoir prédictif que les deux
autres méthodes. Pour la méme raison, la méthode OW est la plus lente, car elle a di
effectuer un grand nombre de comparaisons. Pour ce jeu de donndes, le modeéle complet
a 16 covariables et le meilleur modeéle, avec le plus petit BIC, a seulement 9 covariables,

incluant intercept.

Fialement, nous divisons les données générées aléatoirement en 5 parties et nous ap-
pliquons de nouveau les irois méthodes, pour une valenr de parametre nbest = 30 et les
bornes de la fenétre d’Occam de (0; 10). Les résultats sont présentés dans le Tablean

5.22.

Partition Méthode LEQM Nb modeéles Temps

1 LB 0.973 291 0.190s
LB-OW  1.006 6  0.340s
oW 1.006 6 0.817s

2 LB 1.329 391 0.180s
LB-OW  1.371 3 0.280s

oW 1.371 3 0.765s




56

3 LB 1.170 391  0.190s
LB-OW  1.173 8 0.320s
OW 1.173 8§  0.743s
4 LB 0.836 391 0.190s
LB-OW  0.844 6 0.320s
oW 0.855 7 0.836s
5 LB 0.656 391 0.200s
LB-OW  0.662 10 0.360s
OW 0.662 9 0.811s
Moyenne LB 0.993 391 0.190s
LB-OwW  1.011 6.6 0.324s
OW 1.013 6.6 0.795s

Tableau 5.22: Résultals pour les données générées dans le cas de la régrassion lingaire pour cing
partitions différentes du jeu ariginal {160 observations pour la construciion et 40 observations pour

le test) pour nbest = 15 et les bornes (0; 10)

Quand nous divisons les données en cing parties, les résultats obtenus sont comparables &
ceux obtenus pour une seule partition. Nous voyons dans le Tableau 5.22 qu’en moyenne
les méthodes ont des résultats similaires. La méthode OW est toujours la plus lente et son
pouvoir prédictif est le moins grand, mais les différences entre les pouvoirs prédictils des

trois méthodes sont presque inexistantes. Aprés la rétention des 95% meilleurs modeles,

la situation ne change pas.

Méthode EQM  Err type Nb modéles

LB 0.994 0.266 53.8
LB-OW  1.014 0.278 4.6
oW 1.016 0.278 4.8

Tablern 5.23; EQM moyennes (basées sur fes meilleurs modiles de régression lindaire seulement)
pour les données générées pour cing partitions différentes du jeu original {160 observations pour

la. construction et 40 chservations pour e test) pour nhest = 15 el les hormes (0 10)



5.3 Comparaison des méthodes dans le cas de la régression logistique
5.3.1 Données Mélanome

Le jeu de données Mélanome modifié (voir I'Annexe C.3) contient 6 variables et 191
observations. Nous voulons modéliser la réponse Statnut, une variabie dichotomique, en
fonction des covariables Sexe, Age, Année, Grandeur et Ulcere & Iaide d'in modele de
régression logistique. Les résultats de la régression logistique pour le jeu de données

Mélanome sont présentés dans le Tableau 5.24.

Covariable Estimation FEirr type Valeur-p
(Lutercept) -460.624  150.469 0.002
Sexe -0.503 0.369 0.173
Age -0.022 0.012 0.063
Année 0.236 0.077 0.002
Grandeur -0.114 0.067 0.088
Ulcere -1.446 0.394 < 0.001

Tableau 5.24: Résultats de la régression logistique pour le jeu de données Mélanome

Nous pouvons visualiser graphiquemnent le modéle de régression logistique complet pour
les dounées Mélanome dans la Figure 5.3 qui représente graphiguement les probabilités
de chaque observation (valeurs prédites) par rapport aux valeurs de la fonction logit
arrangées en ordre croissant {prédicteurs lindaires). Les points représentent les valeurs
de la variable réponse. Nous observons qu’il y a plus de points correspondant & la valeur

0 & la gauche de la courbe, ol les probabilités sont entre 0 et 0.5.

Pour ce jen de données, les modeles possibles de chaque dimension sont présentés dans

le Tableau 5.25.

Nb covariables 1 2 3 4 5 Total
Nb modeles 5 10 10 5 1 31
Tableau 5.25: Nombre de modéles possibles de chagus dimension pour le jen de données

Mélanome
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Figure 5.3: Représentation graphique du modele de régression logistique pour les données Mélanome

Comme dans le cas de la régression linéaire, nous commencons Panalyse avec les données

divisées en deux ensembles, 176 observations pour la construction du modele et 15

observations pour 'évaluation de son pouvoir prédictif. Le Tablean 5.26 présente les

performances des trois méthodes pour la régression logistique.

Méthode Parametres TMC Nb modeles  Temps
LB nbest = 05 0.2 22 (.360s
LB nbest = 10 J.2 32 0.480s
LB nbest = 15 0.2 32 0.500s
LB-OW  nbest = 05; inf = 0; sup = 10 0.2 4 0.280s
LB-OW  nbest = 10; inf = 0; sup = 10 0.2 4 0.310s
LB-OW  ubest = 15; inf = 0; sup = 10 0.2 4 (.310s
OW inf=1;sup=6 0.2 2 0.100s
oW inf=0;sup =6 0.2 4 0.160s
oW inf=0; sup = 10 0.2 4 0.140s
Tableau 5.26: Résultats de la sélection de modeles pour les données Mélanome pour nbest = 5,

10, 15 et les bornes (1 6), (0; 6) et (0; 10)



Les taux de mauvaise classification sont égaux pour toutes les méthodes, indépendam-
ment des parametres utilisés. La méthode OW est dans ce cas la plus rapide. Tl est
surprenant gque la méthode LB-OW soit plus rapide que LB. Lexplication de ce com-
portement est une particularité d’implantation de la fonction bic.glm qui utilise wu al-
gorithme Leaps and Bounds modifié. Avard Pétape OW, cet alzorithme modifié écarte
lui-méme les pires modeles en fouction du parameétre OR. Nous avons utilisé une valeur
différente de ce parametre pour les deux méthodes. Pour la méthode LB, la valeur du
parametre OR choisie est grande (OR = 10%) pour s’assurer que tous les nbest modeles
sont sélectionnés. Daus le cas de la méthode LB-OW les valeurs des parameétres OR =
20 et OR.fix = 1.7 out été choisies pour obtenir la valenr 10 pour la horne supérienre
de 'étape OW. Done, aprés U'étape LB, la méthode LB sélectionne plus de modeles que
la méthode LB-OW et a, par conséquent, un temps d’exéeution plus grand. Notons de
plus que la fonction bic.glm trouve aussi le modele nul, incluant Pintercept seulement,
ainsi elle a trouvé 32 modeles pour les valeurs du parameétre nbest = 10 et nbest = 15,

méme si le nombre total de modeles présenté dans le Tableau 5.25 est 31.

Dans le cas de la régression logistique, 1l est également intéressant de voir st le fait
de prendre seulement les meilleurs modeles avec Ta somme des probabilités relatives
totalisant 95% donne des résultats diflérents en ¢e qui concerne les ponvoirs de prédiction
des trois méthodes. En regardant le Tableau 5.27, nous constatons que les taux de
mauvaise classification ne changent pas. En effet, le nombre de modeles sélectionnés par
chaque méthode en utilisant différents parameétres est le meme, sanf pour la méthode

Oow.

Méthode Parametres TMC  Nb modéles
LB nbest = 05 0.2 11
LB nbest = 10 0.2 11
LB nbest = 15 0.2 11
LB-OW  nbest =05; inf = 0; sup = 10 0.2 4
LB-OW  nmbest = 10; inf = 0 sup = 10 0.2 4

LB-OW  nbest = 15; inf = 0; sup = 10 0.2 4
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Tableau 5.27: TMC recalculés (basés sur les meilleurs modales seulement) pour les donndes

Mélanome pour nbest, = 5, 10, 15 et les borues (15 6). (0; 6) ot {3; L0)

Dans les Tableaux 5.28, 5.25, 5.30 et 5.31, nous présentons les modéles sélectionnés par

chague méthode.

Int  Sexe Age Aunnée Grandeur Ulcére BIC Taille Pr. Rel

T e T s T e S S S e

0

O = OO = OO

—

1 1

o O S =

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

[ T s TR v RS S S S GRS s T S S
o

o

-713.78 4
-713.54
-713.12

wW W

-712.24 2
-712.00 4
-710.93 B}
-709.48 4
-709.43 5
-708.07 4
-708.90 4
-708.88 3

0.223
0.202
0.164
5.106
0.093
0.055
0.027
0.026
0.022
0.020
0.020

Tableau 5.28: Meilleurs 11 modéles sélectionnds par la méthode LB pour nbesi

Rel. est la probabilité relative du modeéle. Une valeur 1 indique que la covariable a &

Int  Sexe

Age

Année Grandeur

Uleére

BIC:  Taille

3, Wet (5. P
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Pr. Rel.
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1 1 1
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0

Tableau 5.29: Meilleurs modeles sélectionnés par la

el les bornes (0

covariable a

3 10).

-713.78 4
-713.54 3
-713.12 3
-712.24 2

0.326
0.288
0.234
0.151

Pr. Rel. est la probabilité relative du m
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méthc

sde LB-OW powr nbest

sdele. Vne yak
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Int  Sexe Age Apnée Grandeur Ulcére BIC  Taille Pr. Rel.
1 0 0 0 1 1 196.47 3 0.660
1 0 0 0 0 1 197.76 2 0.340

Tabieau 5.30: Meilleurs modéles sélectionnés par la méthode OW pour les bornes (15 6). Pr. Rel.

est la. probabilité relative du modéle. Une valeur | indique que la covariable a ét8 sélectionnée.

Int Sexe Age Aunnée Grandeur Ulcere BIC Taille Pr. Rel.

1 0 0 1 1 1 196.22 - 0.326
1 0 0 0 1 1 196.47 3 {).288
1 0 0 1 0 1 196.88 3 0.234
1 0 0 0 0 1 197.76 2 0.151

Tableau 5.31: Meilleurs modéles sélectionnés par la méthode OW pour les botnes (0; 6) «t (0;
10). Pr. Rel. est la probabilité telative du modéle. Une valeur 1 indique que la covariable a été

sélectionnée.

En conclusion, pour ce jeu de données et cette partition, les méthodes ont le méme
pouveir de prédiction. Nous remarguons gue les méthodes LB avec les parameétres nbest
5, 10 et 15 et OW avec les bornes (0; 6) et (0; 10) ont sélectionné les mémes 4

modeles.

-

Les résultats de Panalyse pour le jeu de données Mélanome divisé en 5 parties sont
présentés dans les Tableaux 5.32 et 5.33. Nous voyons que les pouvoirs de prédiction
des trois méthodes sont proches, avant et aprés la rétention de 95% des modeles. Les
taux de mauvaise classification sont d’environ 30%, ce qui est une indication que nous
omettons des covariables importantes pour la capacité de prédiction. La méthode OW

est towjours la plus rapide, suivie par LB-OW et LB.

Partittion  Méthode TMC Nb Medeéles Temps

1 LB 0.179 32 0480
LB-OW  0.179 5  0.360
OwW 0.179 no 0183
2 LB 0.289 32 0.480
LB-OW  0.289 3 0.240
OW 0.289 4 0.188




3 LB 0.368 32 0.480
LB-OW  0.395 1 06280
Oow 0.395 6 0171
4 LB 0.211 32 0470
LB-OW  0.211 3 0310
ow 0.211 0.177
5 LB 0.263 32 0430

e

LB-OW  (.289 2 0.390
OwW 0.289 4 0177
Moyenne LB 0).262 32 0478
LB-OW  0.283 28 0.336
Oow 0.278 4.6  0.130

Tableau 5.32: Résultats pour tes données Mélanome pour cing parsitions différentes du jeu
original {152 observations pour la conslruction et 39 observations pour le test) pour nhest = 15 et

les bornes (0; 10)

Partition  Méthode TMC Nb modeéles
1 LB 0.179 13
LB-OW  (0.179 5

- - ow . 0179 D
2 LB (3.263 12
LB-OW  0.342

Ow 0.342

3 LB 0.368
LB-OW  0.395

oW 0.395

4 LB 0.211 11
LB-OW  0.211

oW 0.211 3

5 LB 0.259 13
LBR-OW  0.289 2

oW 0.289 2

[FN RNV

N = o

W

Moyenne LB 0.262 11.4
LB-OW  0.283 2.5
Oow 0.283 3

Tableau 5.33: Résaltats pour les données Mélanome (hasés sur les meilleurs moddles seulement)

pour cinq partitions différentes du jen original (152 observations pour la construction el 39 obser-

vations pour le test) pour nbest — 15 et les borues (0; 10)
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5.3.2 Données générées

Ce jeu de données contient 15 covariables et 300 observations générées avec le génératenr
de nombres aléatoires du langage R (voir ’Anuexe C.4). Nous employons un modele
logisticiue pour modéliser la variable dichotomique, Y, en fonction de covariables Xy, .. .,

Xi5. Les détails de la régression logistique pour ce jeu de données sont présentés dans

le Tableau 5.34 et la représentation graphique du modéle dans fa Figure 5.4.

Covariable Estimation FEmr type Valeur-p

(Intercept) -0.438 1.328 0.741
X1 -1.847 0.284 < 0.001
X2 0.691 0162 < 0.001
X3 0.651 0.166 < 0.001
X, 0.736 0.154 < 0.001
Xy 2.104 0312 < 0.001
Xg -0.035 0.575 0.952
Xy -2.862 0.681 < 0.001
Xg -0.975 0.592 (0.099
Xo 0.818 (0.541 0.131
X10 0.493 (.556 0.376
X1 1.618 0.595 0.007
Xio 0.235 0.591 0.691
Xia -0.563 (.556 0.311
X4 2.627 0.694 $.000
Xis -1.718 0.591 0.004

Tableau 5.34: Résultats de la régression Jogistique pour le jeu de donndes généré

Nous voyons dans le Tableau 5.34 que Uintercept et les coeflicients 35, 35, Ba, B0, (12, B3

ne sont pas significatifs & un senil @ = 0.05.

Le Tableau 5.35 présente le nombre de modeles de régression logistique possible de

chaque dimension.

3 4 b 6 7 8
105 455 1365 3003 5005 6435 6435

D

Nb covariables 1
Nb modeéles 1

o
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Nb covariables 9 10 11 12 13 14 15 Total
Nb modeéles 5005 3003 1365 4535 105 15 1 32767

Tableau 5.35: Nombre de modeles de végression logistique possibles de chaque dimension pour
j8 3

le jeu de données généré

Valeurs prédites vs Prédicteurs linéaires
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Figure 5.4: Représentation graphigue du modeéle de régression logistique pour les données générées

Les résultats de Panalyse pour les données divisdes aléatoirement en 280 observations
de construction et 20 observations de test sont présentés dans le Tablean 5.36. Nous
voyons que les taux de mauvaise classification pour les trois méthodes sont égaux. La
méthode LB-OW est la plus rapide, suivie par LB et par OW qui est beaucoup plus

lente que les deux premieres méthodes.

Méthode Parametres TMC  Nb modeles  Temps
LB nbest = 05 0.1 72 2.170s
LB nbest = 15 0.1 212 6.010s

LB nbest = 30 0.1 392 11.080s




LB-OW  nbest = 05; inf = 0; sup = 10 0.1 3  0.870s
LB-OW  nbest = 15; inf = 0; sup = 10 0.1 3 1.810s
LB-OW  nbest = 30; inf = 0; sup = 10 0.1 3 2410s
OW imf=1;sup==6 0.1 1 43.799¢
oW nf=0;sup =6 0.1 3 42.578s
OW mf = 0;sup = 10 0.1 6 50.145s

Tableau 5.36: Résultats de la sélection de modles de végression logistique pour les données

générées pour nhest = 5, [5, 30 et les bornes (1; 6). (0; 6) et (U 10)

Nous présentons dans ce qui suit les modeles sélectionnés par les méthodes LB-OW et
OW pour diverses valeurs de leurs paramsetres. La méthode LB-OW a sélectionné les

mémes 3 modeles indépendamment de la valeur du parameétre nbest (voir Tableau 5.37).

Int X'[ X2 Xg X4 Xs XG X7 Xg Xg Xl() )(1] X12 /le X“ XL:; BIC Taille Pr. Rel.
1111110 100 0 0 0 0 1 1-1404.06 9  0.450
11111 101 06 0 0 1 6 0 1 0-1403.16 9 0.280
11111 1 0100 6 ¢ 0 0 1 0-1403.08 8  0.270

Tableau 5.37: Meilleurs modales sélectionnés par la méthode LB-OW pour nhest = 5, 15, 30
et les bornes (0; 10). Pr. Bel. est la probabilité relative du modele. Une valeur 1 indigque que la

covariable a été sélectionnée.

Par contre, la méthode OW a sélectionné un nombre différent de modéles pour des

bornes différentes (voir Tableaux 5.38, 5.39 et 5.40).

Int Xl /Yg /\rg .X4 X5 )(5 X7 AX—g _Xg X}_O _Xu Xlg )(13 XH j(}.’; BIC T:LIHB PI‘ Rel.
11111 1010 OGC O O 0 0 1 017466 8 1

Tableau 5.38: Meilleurs modiles séloctionnés par la méthode OW pour Jes bornes (15 6). Pr. Rel.

est la probabilité relative du modele. Une valeur 1 indique que la covariable a été sélectionnée.

Int Xl X‘Z X3 1\’/1 X5 X(; X7 Xg Xg X{O _X)_1 X—u _X’H XM ,\'1;3 BIC Taille Pr. Rel.
11 1 11101006 0 0 0 0 1 117368 9 0450
111 1 1 1 06 10 0 0 1 0 ¢ 1 017459 9 0.280
111 1 1 1 0 YO0 0O 0 0 0 0 1 017466 & 0.270

Tableau 5.39: Meilleurs modéles sélectionnés par la méthode OW pourles bornes (0 6). Pr. Rel.

est la probabilité relative du modele, Une valeur | indique que la covariable a été sélectionnée.
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Int X1 Xg X3 X4 .X—r, —YG )\f? Xg AXQ .Xu,\ .X'“ X}g X};_g ,XH .X“j. BIC Taille Pr. Rel.

111 1 1t 160 100 ¢ 0 0 0 1 1173468 9 0.440
1111110 10600 06 1 & 6 1 017459 9 0.280
11111101 0 0 O O O 0O 1 017466 8 0.270
1111110110 1 1 0 0 0 119116 11 < 0.001
11111 106 1 1 1 1 0 0 0 1 19434 11 < 0.001
i1 1111 ¢ 101 1 1 1 0 0 11924 12<0.001

Tableau 5.40: Meilleurs modeles sélectionnés pac la méthode OW pour les bores (05 10). Pr.

Rel. est la probabilité relative du madgle. Une valenr 1 indique que la covariable & &4 sélectionnée.

Nous constatons qu'en général les modeéles sélectionnés sont consistants avec le modele
3 [}

pour les donnédes générées, en ce sens qu’ils ne contiennent pas les covariables non

significatives pour le modeéle complet. Ceci est spécialement vrai pour les modeles qui

ont une grande probabilité relative.

Dans le Tableau 5.41, nons voyons que retenir les meilleurs modéles correspondant a
95% des probabilités relatives initiales n’a pas changé les ponvoirs de prédiction, mais a
diminué le nonibre de modeles sélectionnés par les méthodes LB ¢t OW avec les bornes

(b; 10)

Méthode Paramétres TMC  Nb modeles
LB nbest = 05 0.1 15
LB nbest = 15 g.1 36
LB nbest = 30 0.1 H4
LB-OW  uhest = (5; inf = 0; sup = 10 0.1 3
LB-OW  nbest = 15; inf = 0; sup = 10 0.1 3
LB-OW  nbest = 30; inf = 0; sup = 10 0.1 3
ow inf=1;sup =26 g.1 1
049 inf = 0;sup =6 0.1 3
ow inf = 0; sup = 10 0.1 3

Tablean 5.41: TMO recaleulés (basés sur les meilleurs raodéles de régression logistique seulement
s e .|

pour les donndes géndérées pour nhest = 5, 15, 30 ot les bharnes (1; 6), (0; 6) « (0; 10)

Nous continuons 'analyse en divisant les données en 5 parties, de lacon aléatoire. Comme
dans le cas de la régression linéaire, chaque partie (60 observations) constitue les données

de test. Les 240 observations qui restent sont utilisées comme données de construction
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pour les modeles de régression logisticque. Le Tableau 5.42 résume les résultats ohtenus

pour les 5 jeux de données.

Partition Méthode TMC Nb Modeles Temps
1 LB 0.067 392 10.170s
LB-OW  0.133 3 1.150s
OwW (.133 2 51.761s
2 LB 0.117 392 10.360s
LB-OW  0.183 3 1.060s
ow 0.083 5% Hh.28bs
3 LB 0.083 392 10.220s
LB-OW  0.083 3 1.480s
oW 0.083 7 59.558s
4 LB 0.167 392 10.470s
LB-OW  0.267 1 0.900s
ow 0.133 5  lmin 14s 672ms
5 LB 0.150 392 10.400s
LB-OW  0.100 2 1.290s
ow 0.150 21 1min 32s 533ms
Moyenne LB 0.117 392 10.324s
LB-OW  0.153 2.4 1.176s
oW 0.117 &  lmin 06s 762ms

Tableau 5.42: Résultats pour les donndes générées dans le cas de la régression logistique pour
cing partitions différentes du jeu original (240 observations pour la construction et 60 observations

pour le test) pour nbhest = 30 et les bomes (0; 10)

Les trois méthodes ont des tanux de mauvaige classification proches, avant et aprés la
rétention de 95% des meilleurs modeles {voir Tableaux 5.42 et 5.43). La méthode OW
est beaucoup plus lente que les deux autres. Dans ce cas, la méthode la plus rapide est

LB-OW suivie par LB.

Méthode TMC Err type Nb modeles

LB 0.117 0.043 55
LB-OW  0.157 0.076 2.2
ow 0.113 0.030 2.6

------

1 seulement)

pour les données générées pour cing partitions différentes du jeu original (240 observations pour

la construction et 60 observations pour le test) pour nbest = 30 et les bornes (0; 10)
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54 Discussion

Noug avons présenté dans le Chapitre 5 les méthodes d’évalnation et Panalyse des per-
formances des trois méthodes LB, LB-OW et OW dans la sélection des modeles de
régression linéaire et logisticue. Pour faire cette analyse, nous avons employé des fone-
tions B (qui incluent des routines Fortran) et des fonctions écrites spécialement dans ce
but en langage C. Ces fonctions ont des parametres différents. 11 y a aussi des différences
significatives dans leurs approches. Il n'est pas possible de tirer une conclusion définitive
sur les performances des trois méthodes avant de parler de ces différences. Le Tableau

5.44 récapitule les différentes fonctions appelées pour Panalyse de chaque méthode.

Méthode Régression Fonction Parametres d’iutérét Langage Paquetage
LB linéaire  regsubsets nbest R Leaps
LB-OW linéaire  bicreg nbest R BMA
strict, = TRUE R BMA
OR R BMA

oW linéaire  occamswin linreg Inf, Sup C -

LB logistique  bic.ghn ~ nbest R BMA
strict = FALSE R " BMA
occam.window = FALSE R BMA
OR, OR.fix B BMA

LB-OW Jlogistique bic.gln nbest R BMA
strict = TRUE R BMA
occam.window = TRUE R BMA
OR, OR.fix R BMA

OowW logistique occamswin_logreg Inf, Sup C ~

Tableau 5.44: konctions utilisées pour Panalyse des méthodes

Dans le cas de la régression linéaire, nous ne pouvons pas spécifier directernent les valeurs
des parametres Inf et Sup pour la fonction bicreg. Utiliser bicreg avee le paramétre strict

I'RUE est équivalent a spécifier une valeur ¢ pour la borne inférieure de la fenétre
d’Occam. La borne supérieure dépend du paramétre OR et a en effet la valeur 2log(OR).
La méme regle s"appligue pour la fonction bic.glm dans le eas de fa régression logistigue,
sauf qu'ici la valeur de la borne supérienre de la fenétre d'Occam est 20R. fiz log(OR).

Par exemple, pour obtenir la valeur 10, nous ntilisons les valeurs OR.fix = .7 et OR =



20.

Les fonctions bicreg et hic.gl implémentent une variante modifiée de Malgorithme Leaps
and Bounds et ne retournent, pas tous les nbest modeles de chaque dimension, méme si la
valeur du parametre strict est FALSE. Méme dans ce cas, elles retonrnent seulement les
modeles qui ont une probabilité a posteriori plus grande que 1/OR fois la probahilité
a posteriori du raeillenr modele. Pour nous assurver qu'elles retonrnent toas les nbest
modeles, nous devons choisir une grande valeur pour le parametre OR pour la méthode
LB. Pour la méthode LP-OW nous avons employé la fonction bic.glm avee OR = 20,
pour obtenir la valeur 10 pour la borne supérieure de la fenétre d’Occam. La méthode
LB a donc davantage exploré espace de modeles que la méthode LB-OW. Clest la
raison pour laquelle la méthode LB est plus lente que la méthode LB-OW dans le cas
de la régression logistique. Normalement, nous nous attendions qu’elle soit plus rapide,

parce que LB-OW contient une étape supplémentaire.

Les trois méthodes sélectionnent souvenf le méme modele, mais le BIC calculé par
chacune d'entre elles eat différent. La raison esf que les fonctions regsubsets, bicreg et
bic.glm frouvent des valeurs approximatives pour les BIC des modeles. Les tonctions
C utilisées par la méthode OW calculent les valeurs exactes des BIC avec la formule
présentée & la Section 1.3. Méme si le BIC d'un modele a une valeur différente en
fonction de Ja méthode qui I'a calculé, Ja valeur de sa probabilité relative est la méme

sl les méthodes sélectionnent exactement les memes modeles.

La derniere différence entre les fonctions est que, dans le cas de la méthode LB-OW,
les fonctions bicreg et bic.glm comparent toujours les BIC des modéles avee le BIC du
meilleur modele, qui est directement trouvé aprés U'étape LB. Les fonctions C employées
pour la méthode OW comparent un modele aver tous ses sous-modeles, deux par deux.
Nous rappelons que le plus petit BIC est celui du meilleur modéle. Par conséquent, pour
un neeud qui a une valeur de BIC suffisamment proche de celle de ses sous-modgéles, la
méthode OW sélectionne les sous-modeles, contrairement a LB-OW qui les compare

avec le meilleur modele. Tl pent done exister des situations ott OW trouve des modeles
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de plus petites dimensions que LB-OW.

En regardant les résultats présentés cdans le Chapitre 5, nous constatons que Pordre
des méthodes, en ce qui concerne leur pouvoir de prédiction, chauge en fonction du
jen de dounées analysé. Les différences entre les errenrs quadratignes moyennes (res-
pectivernent entre les taux de mauvaise classification) sont tellement petites que nous
pouvons concture que les trois méthodes sont équivalentes. En ce qui concerne leur
vitesse d'exéeution, Uordre est ausst influencé par le jeu analysé. En général, pour des
modeles de grande dimension avec beancoup des coefficients non significatifs, la méthode

OW est visiblement plus lente gque les deux autres.



CONCLUSION

Lobjectif de ce projet était de comparer les performances des trois méthodes de sélection
de modeles de régression linéaire et logistique basées sur les algorithmes “Leaps and
Bounds”, “Occam’s Window” et une combinaison des deux. A cette fin, nous avons
employé les fonctions du paquetage BMA et Leaps du progiciel et nous avons développé

de nouvelles fonctions en langage C.

Pour é&tre en mesure de comparer les trois méthodes, nous avons exploré premierement
les aspects théoriques des algorithmes employés par les trois méthodes, particulierement
“Leaps and Bounds” et “Occam’s Window” . Deuxiemement, il était néeessaive d’étudier
le code des fonctions R qui implémentent ces algorithmes et de bien comprendre leur
fonctionnement. Voir Peffet dutiliser différentes valeurs des paramétres dans 'appel de

ces fonctions sur les résultats retournés était égalernent tmportant.

Afin d’évaluer les performances de prédiction et les temps d’exéeution de chague méthode,
nous avons développé des programmes R qui font la moyenne des modeles sélectionnés

par ces fonctions et qui calculent leur temps d'exécution.

L’étape suivante était de rouler ces programmes sur différents jeux de données, réels et
générés, et d’analyser les résultats. Ensuite, nous avons présenté les modéles sélectionnés
par chacune des trois méthodes et leurs pouvoirs de prédiction calculés & Paide de la

technique de validation croisée.

Finalement, nous avons conclu quwen général toutes les méthodes ont sélectionné les
meilleurs modéles et que les petites différences observées dans leurs pouvoirs de prédiction
sont attribuables aux modéles possédant des petites probabilités relatives. En regardant
leur temps d’exécution, nons avons observé gue les méthodes basées sur 'algorithrne

“Leaps and Bounds” sont, les plus rapides.






APPENDICE A

LISTE DE FONCTIONS DU PAQUETAGE BMA

Le paguetage BMA contient les fonctions suivantes :

bicreg - fait le moyennage de modeéles bayésien pour des modeéles de régression linéaire ;
bic.glm - fait le moyennage de inodéles bayésien pour des modeles de régression linéaire
généralisée ;

bic.surv - fait le moyennage de wodéles bayésien pour des modeles de survie (modeles
de Cox);

For MC3.REG - utilisée par la fonction MC3.REG pour 'implantation de chague
étape de Palgorithme de Metropolis-Hastings ;

glib - calcule les facteurs de Bayes et les probabilités a posteriori des modeles ;

iBMA - implémente la méthode du moyennage de modéles bayésien en appelant d’une
fagon itérative une des procédures qui fait le BMA ; seulement les variables ayant une
probabilité plus grande qu'une valeur préspécifiée sont retenues aprés chaque appel;
imageplot.bma - affiche le graphique des modeles sélectionnés par bicreg, bic.glm
ou bic.surv;

MC3.REG - effectue une sélection simultanée des variables en utilisant la méthode
Monte-Carlo par chaines de Markov;

MC3.REG.choose - fonction utilisée par MC3.REG pour chotsir le modele proposé
pour une étape de Palgorithme de Metropolis-Hastings ;

MC3.REG.logpost - utilisée par MC3.REG pour ealenler les probabilités a posteriori

relatives de chaque modeéle;
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orderplot - affiche le graphique des variables acceptées ou rejetées, considérées dans
une procédure iBMA ;

out.ltsreg - identifie les valeurs extrémes pour un certain modéle;

plot.bicreg - affiche les probabilités a posteriori pour les covariables générées par BMA ;
summary.bic - procédure pour Paffichage d'un ohjet généré par 'une des lonctions
bicreg, bic.glm ou bic.surv ;

summary.iBMA - procédure pour Paffichage d'un objet généré par Pune des fonctions

iBMA : iBMA.bicreg, iBMA.gim ou iBMA surv.



APPENDICE B

L’OPERATEUR DE ROTATION (SWEEP)

Une méthode treés efficace pontr inverser une matrice et résondre des systémes d'éguations
linéaires, et done de calculer les coefficients d’un modeéle de régression linéaire, utilise

lopérateut de rotation (sweep) (R. Hocking, 2003).

Nous applicquons U'opérateur sweep(k) & une matrice rectangulaire 4 et nous obtenons

une autre matrice rectangulaire B, en effectuant les opérations suivantes :

1 bgy = ai ;

2. bk = —2E Vi Ak

3. by = oL Vj # ks

4. by =04 — LN £ ket j# k.

Nous disons que la matrice A a été “rétie” dans le kY élément de sa diagonale et nous
écrivons B = sweep(k)A.

A Ape )
¥

Az Axp

ot Ay est de dimension 7 X 7, el nous appliguons Popératenr sweep & tous les éléments

Par exemple, si la matrice A est partitionnée de la facon suivante : A = <

de la diagonale de A1y, nous obtenons la matrice B suivante :

B = [[oweentia= ( 32 52 ),

i=1
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ol

Bll = A;]_l

-1
B ‘411 Ato
By = — A A7
21 215

Bao = Ay — Aol AT} Ava.

L'opérateur sweep a deux propriétés. Tl est indépendant de ordre et, en Pappliguant

denx fois & la méme matrice, nous obtenons la matrice initiale
sweep(k)sweep(r)A = sweep(r)sweep(k) A, Vr # k

et
sweep(k)sweep(k)A = A.

La matrice inverse A~ g’obtient en appliguant Popérateur sweep a tous les éléments de

la diagonale de la matrice 4.
B.1 Le calcul des coefficients de régression linéaire avec 'opérateur sweep

Supposons gue nous voulons trouver les coefficients pour un modele de régression linéaive,
comme vit dans la Section 1.1. Nous pouvons utiliser Popérateur sweep powr calculer
simultanément les coefficients 4 du modeéle et la somme des carrés des résidus (RSS) en
deux étapes :

XX XY

V!X Y'YV ) , qui a la dimension {p+ 1) X

1. Nous construisons la mastrice A = (
(p+1):

2. La matrice X'X est de dimension p X p et a un rang p. Nous pouvons appliquer
Popérateur sweep aux premiers p éléments de la diagonale de la matrice A pour

obtenir une aulre matrice :

B (X'Xy' B
- -3 RSS |
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8= (X'X)"'Xx",
et

RS’ASY = Y'l(l . X(AXI:X‘! 1,Arl)y‘

L’opérateur sweep calcule d’une fagon tres rapide les coefficients d’un modele de régres-
sion linéaire ef sa somme des carrés des résidus. De plus, 1l évite les caleuls inutiles
quand nous ajoutons ou écartons des covariables. A partir d’un modeéle quelconque, pour
ajouter des covariables, nous applignons 'opérateur sweep aux éléments correspondants
de la diagonale de la matrice 4. De la méme fagon, pour écarter des covariables, nous

l'applicuons aux éléments correspondants de la diagonale de la matrice B.






APPENDICE C

JEUX DE DONNEES

C1 Loungley

Le premier jeu de données s'intitule “Longley” et peut étre visnalisé dans R & l'aide de
la commande longley (voir Tableau C.1). 11 contient 16 observations sur 7 indicaleurs

macroéconomiques annuels, observés de 1947 a 1962 :

PNB : produit national brut ;

EL: leffet de Pinflation, un indicateur économique caleulé avec la formule :

PNB Nominal
ET= PN B Réel

100;

SE : nombre de personnes sans emploi;

AF @ nombre de personnes dans les forces arsudes

Population : population non institutionnalisée agée de 14 ans ou plus;
Année : année courante ;

FEmployés : Nontbre de personnes employées.

N. Obs El PNB SE AF  Population Année Employés

1 83.0 234289 235.6 159.0 107.608 1947 60.323
2 885 259426 2325 1456 108.632 1948 61.122
3 882 258064 3682 161.6 109.773 1949 60.171
4 895 284599 335.1 165.0 110.929 1950 61.187
5 962 328975 2099 309.9 112.075 1951 63.221
6 981 346.999 193.2 3594 113.270 1952 63.639
7 99.0 365385 187.0 3547 115.094 1953 64.989
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10
11
12
13

15
16

100.0
101.2
104.6
108.4
110.8
1126
114.2
115.7
116.9

363.112
397.469
419.180
442.769
444,546
482.704
502.601
H18.173
554.804

3578
2904
2822
293.6
468.1
381.3
393.1
480.6
400.7

335.0
304.8
285.7
279.8
263.7
255.2
2514
257.2
282.7

116.219
117.388
118.734
120.445
121.950
123.366
125.368
127.852
130.081

1954
1955
1956
1957
1958
1959
1960
1961
1962

63.761
66.019
67.857
68.169
66.513
68.655
69.564
(9.331
70.551

Tableau C.1: Le jeu de données Longley

Pour mieux comprendre la structure de ce jeu de données, nous présentons dans le

Tableau C.2 la matrice de corrélation des covariables. Nous remarquons une trés {orte

corrélation entre les covariables suivantes :

El et PNB, El et Population, EI et Année,

El et Employés, PNB et Population, PNB et Aunée, PNB et Employés, Population et

Année, Population et Employés, Année et Employés.

Corrélation | EI  PNB  SE  AF  Population Anunée Employés (Y)
El | 1.00° 099 062 046 - 0.98 0.99 - 097

PNB | 099 1.00 060 045 0.99 1.00 .98
SE | 0.62 0.60 1.00 -0.18 0.69 0.67 0.50
AF | 046 045 -0.18 1.00 0.36 0.42 (.46
Population | 0.98 099 0.69 0.36 1.00 0.99 0.96
Année 1 099 1.00 0.6v (.42 0.99 1.00 0.97
Employés | 0.97  0.98 050  0.46 0.96 0.97 1.00

Tableau C.2: Corpdlation entre les covariables du jew de donndes Longley

C.2 Régression linéaire ~ Données générées

Py P

T 3 1 1 L % 3 LA
Le Jeu de doitiees genera il

Adane
(Ll

o contexte de la réoression linéaire est stmulé &

Paide du générateur de nombres aléatoires de R, avec Poption setseed(123). 11 posséde

un nombre de 200 observations et L5 coefficients 3, ...,

15 el un intercept Jg = 0. Les

5 premiers coeflicients sont générés selon une loi nniformme dans Pintervalle [—1; 1] et

les 10 derniers selon uue lot uniforme avec des valeurs comprises entre -0.5 et 0.5. Les

valeurs dans la matrice X suivent indépendamment une loi unilorme avec des valeurs
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dans I'tatervalle [—10; 10]. Correspondant & chague obserwation (ligne dans la matrice
X}, nous avons généré une erreur selon une loi N (0, 1} et nous Pavons ajoutée au résuitat

final, ¥'. L’équation réelle du modele obtenu est :

Y =0 — 0.424844960X, + Q.576610271 X5 — 0182046156 X5 + 0.766034308X 4 +
+ 0.880934569.X5 — 0.045444350.X5 + 0.002810549.X 7 + 0.039241904 X5 +
+ 0.005143501 X — 0.004338526.X 10 + 0.045683335.X1; — U.004666584.X 5 +

+ 0.017757064.X 13 + 0.007263340X 14 — 0.039707532X 15 + ¢.

Les corrélations observées entre les variables du jeu de données généré sont présentées
dang le Tableaux C.3 et CA4. La plus grande corrélation se trouve entre Xs et ¥V avec

une valeur de 0.61.

Corrélation Xy Xa X3 X, X5 Xe X7 Xs
Xy | 1.00 -0.06 0.00 000 004 -0.05 006 0.00
X9 | -0.06 1.00 -0.10 -0.02 0.00 0.00 0.01 0.07
Xz | 000 -0.10 1.00 0.04 005 0.02 0.06 -0.08
X4 | 000 -0.02 004 1.00 000 -DO1I -0.01 0.08
Xs 1 004 0006 005 000 100 0.08 0.01 -6.006
Xs | -0.056  0.00 0.02 -0.01 008 1.00 -0.07r 001
X7 1 006 001 006 -001 001 -0.07 1.00 006
Xg ! 0.00 007 -0.08 008 -0.06 0.01 0.06 1.00
X, | 0.01 001 -004 -016 0.02 001 -0.13 -0.01

X | -0.01 -0.03 006 014 -0.02 -0.02 0.09 -0.05
X 0062 002 -0.01 01G -0.06 -0.01 0.10 -0.08
Xz | -0.07 -0.01 -0.02 -0.01 0.10 0.001 0.05 -0.09
Xpa 12009 001 025 -007 011 0.05 001 0.13
Xy ) 014 -005 001 008 012 009 007 010
X5 | 001 0063 -0.15 -0.01 0.03 -0.07 0.09 -0.03

Y | -0.28 044 -0.12 056 061 002 0.00 0.07

Tableau C.3: Corrélation entre les covariables du jeu de données générd
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Corrélation Xg Xy Xun X Xy Xigo Xgs Y
X, ] 001 -001 0.02 -0.07 -0.09 014 001 -0.28
Xo | 001 -003 602 -0.01 001 -005 003 044
X3 1-0.04 0.06 -0.01 -002 025 001 -015 -0.12
X4 ]1-016 0.14 0.10 -0.01 -0.07 0.08 -001 056
X 002 -002 -006 010 G111 012 003 0461
X | -0.01 002 -0.01 0081 005 -0.09 -007 002
X7 1-013 009 0.10 005 001 007 009 0.00
X | -0.01 -0.056 -0.08 -0.09 013 010 -003 0.07
Xg | 1.00 600 000 006 0603 001 -002 -0.10

X 000 100 011 003 006 005 005 0.05
Xy 0.06 0.1 1.00  0.69 Q.00 -0.03 004 0.07
Xy | 006 0063 0.09 1.00 013 0.08% -0.01 007
Xy3 | 008 Q06 000 0.13 100 -0.07 013 0.05
X1a | 001 005 -0.03 008 -0.07 1.00 007 007
X5 | -0.02 005 004 -0.061 -6.13 007 100 0.03

Y | -0.10  0.05 0.07 007 0.05 007 003 1.00

Tableau C.4: Corrélation entre les covariables du jeu de données généré

C.3 Mélanome

Pour Panalyse de la sélection des modeles de régression logistique, nous employons
. FT 1 ; . : « . » : . Ty o .
comme premier jeu de données le jeu “Mélanome” qui se trouve dans le paquetage
“MASS” du logiciel R et qui peut étre initialisé avec la commande R library(MASS).
Le jeu peut etre visualisé avec la commande R Melanoma. Il contient 205 observations

et les 7 covariables suivantes :

Temps : le temps de survie d’un patient (en jours);

Sratut 1 — déeds 3 canse diu mélanome: 2 = en vie: 3 = déeés d'une autre cause;
Sexe : 1 = homme; () = femme,

Age : dge du palient;

Année : Pannée de lMopération

Grandeur : la grandeur de la tumeur (en mm);

Ulcere : 1 = présence; 0 = absence.



83

Nous modifions le jeu de données original en écartant la variable Temps, qui ne présente
pas d’intérét pour le probleme. Du nombre total de 205 observations, nous retenons
seulement les 191 qui correspondent & une valeur de la variable Statut égale 2 0 ou &
1. Nous modifiong les valeurs de la variable Statut comme suit : 0 = déces & cause du
mélanome et 1 = en vie. Nong employons la nouvelle variable statut comme variable
répounse pour notre jeu de régression logistique qui contient maintenant les 5 covariables
qui restent : Sexe, Age, Année, Grandeur et Uleere.

générdes

for)

C.4 Régression logistique - Données

Pour générer ce jeu de données, nous employons aussi le générateur de nombres aléatoires
de R avec Voptiou setseed(1234). Nous générons le vectenr 3 = (8o, F1,...,015) de
coefficients, ou By = 0 et Gy, .. ., B15 sont des variables uniformes dans I'intervalle [—2; 2].

La fonction logit réelle obtenne est :

g(X)=0 — 1.54518635X, + 0.48919762X5 4+ 0.43709893 X5 + 0.49351777X, +
+  1.44366153X5 + 0.56124242 X5 — 1.96201697X7 — 1.06979798 X3 +
+ 0.66433503Xg 4 0.05700457X |, 4 0.77436517X; + 0.17989934.X 15 —

—  0.86906567X 3 + 1.69373394X 4 — 0.83073664.X 5.

Pour la matrice des observations, X, nous générons indépendamment 1500 valeurs selon
une loi N(0,2) arrangées dans 3 colonnes et 300 lignes et 3000 valeurs Bernoulli(0.7)

arrangées dans 10 colonnes et 300 lignes.

Pour ohtenir la valeur de la variable réponse Y, nous calculons les probabilités de succes
avec la formule (1.1) et nous générons 300 valeurs selon une loi unitorme dans intervalle
[0;1]. La variable Y prend la valeur 1 si la valeur générée est. plus petite que la probabilité

calculée ou la valeur 0, sinon.
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